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Introduction 



Dans ce travail, nous considérons un fibre vectoriel holomorphe, noté E 
sur une courbe algébrique X, de genre g, plongée dans CP l . Le rang de E est 
2 et son degré est quelconque noté d. Soit E n le fibré E CED Ox{n).Oia munit 
l'espace H°(X, Ox{^)) d'une métrique hermitienne. Le fibré est muni 

de la métrique induite et notée ho x (i)- La forme volume de X, notée u sera 
définie à partir de la forme de Chern de cette métrique et vérifiera j x lu = 1 . 

Nous pouvons munir E n de métriques compatibles avec sa structure com- 
plexe et nous notons Met(E n ) l'ensemble de ces métriques. Remarquons que 
nous avons l'isomorphisme suivant : 

Met{E ) Met{E n ) 

h i — ► ho ® (h 0x (i))® n =■ h. 

L'espace Met(E n ) ne dépend pas de n via cet isomorphisme. 

On considère aussi l'espace des métriques que l'on pourra mettre sur W n = 

H°(X,E n ) noté Met{W n ). 

On remarque, par le théorème de Riemann-Roch, que la dimension de l'espace 
Met(W n ) augmente avec n alors que l'espace Met(E n ) (indépendant de n) 
est de dimension infinie. Cela nous incite à étudier les liens éventuels entre 
les deux espaces Met(W n ) et Met(E n ), quand n devient grand . 
De plus, les théorèmes de M. S. Narasimhan et C. S. Seshadri |27j et de 



S.K. Donaldson donnent deux critères de stabilité du fibré E n : l'un est 
algébrique et l'autre est analytique faisant intervenir la courbure de Chern 
du fibré (E n , h), h & Met(E n ). C'est pourquoi, on peut se poser la question 
d'une caractérisation plus algébrique d'objets qui pour l'instant sont définis 
de façon analytique comme, par exemple, les métriques de Yang-Mills. Ces 
métriques correspondent aux minima de la fonctionnelle suivante : 

yM(D):=(R(D),R(D))= [ < R(D), R(D) > * (1), 

J M 

où D est la connexion de Chern du fibré holomorphe hermitien (E n , h) avec 
h G Met(E n ) et R(D) la courbure de D (cf. paragraphe |2.7j). 
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On commence tout d'abord par relier les espaces Met(W n ) et Met(E n ). Pour 
cela on définit deux morphismes (cf. p. |3Ô] et p. |3Î]). Le premier est : 



L n : Met{E n ) — > Met(W n ), 

qui à partir d'une métrique h G Met(E n ) fournit sa métrique L 2 dans 
Met(W n ). Le second morphisme est donné par : 

I n :Met(W n ) — > Met(E n ) 

m i — > I n (m)(e x , e x ) = min{m(v,v)/v G W n et t>(x) = e x }, 

avec e x G -E x . L'application I n définit donc, à partir d'une métrique m G 
Met(W n ), une "métrique induite" via les surjections que nous avons entre 
W n et le fibré E n lorsque E n est engendré par ses sections (ce qui est le cas 
pour n assez grand). 

Il est facile de voir que pour n assez grand, pour h G Met(E n ), I n I n (h) est ap- 
proximativement égal à h à une constante multiplicative près. On peut noter 
l'analogie avec le résultat de G. Tian f3(| pour les métriques kàlhériennes, et, 
au fond, nous obtenons ainsi une généralisation directe du théorème de Stone- 
Weierstrass. Notre approche de ce résultat, via des sections concentrées, est 
similaire à celle de G. Tian. Mais nous voulons approximer la métrique de 
Yang-Mills par des métriques I n (k) pour des points k déterminés de façon 
naturelle. 

Pour cela nous utiliserons un travail de S.K. Donaldson |l l] concernant la 
construction de métriques de Quillen sur l'espace Met(E n ) donnant l'égalité 
liant Met{E n ) et Met(W n ) : 

Norm h ,M = (det(L n (/i)))3 * T h {X,E n ), 

où (3 est un élément fixé d'un fibré particulier L sur Met(E n ) et T h (X,E n ) 
est la torsion analytique du fibré (E n , h) (cf. p. f44j) . Les extrémums de 
Norm^ujiP) correspondent aux métriques de Yang-Mills et ses variations 
nous fournissent la fonctionnelle de S.K. Donaldson, sur Met(E n ) notée Ai. 
En parallèle, en s'inspirant de la caractérisation de la stabilité du fibré E n 
décrite par G. Kempf et L. Ness dans JH5) et dans PBfl , nous introduisons la 



fonctionnelle KM n sur Met(W n ) définie par (cf. p. |4(|) : 

KN n : Met(W n ) — ► K 

] \{'ïh\ f 

m i — ► -ln(detm) H / ln(det oI n (m))uj, 

2 w„ 2r J x E n 

où x( n ) es ^ la caractéristique d' Euler-Poincaré de E n . Notre but sera d'étudier 
le comportement des fonctionnelles /CV n et M.. Dans cette optique, nous 
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avons été amenés à étudier les variations de la torsion analytique Th(X, E n ) 



2 lnT h (X, E n ) (cf. p. 0) et cela de manière intrinsèque. L'étude de T h (X, E n ) 
en fonction du degré d'un fibré est d'ailleurs abordé dans |S| mais nous en 
généralisons l'étude à des variations de métriques hermitiennes sur le fibré 
holomorphe E n . On peut remarquer que les résultats obtenus sont quelque 
peu différents de ceux obtenus dans || et présentent un intérêt en soi. En 
reprenant les définitions du paragraphe |4.1.1| , on a : 



Théorème . (cf. p. 101 ) Etant données deux métriques hermitiennes h et 
hi sur E n , on considère le chemin h{u) = uhi + (1 — u)h Q avec u G [0, 1], 
alors 

lr Ku) (X,E n ) = 0(1) 

Pour cette étude nous construisons ce que nous appelons des sections 
"concentrées" sur le fibré hermitien (E n , h) . Pour cela, étant donné zo 6 X, 
on choisit convenablement (cf. chap 8, p. [76]) une base locale holomorphe 
{ei,e 2 } de E n dans un voisinage de z où z G X. Une section "concentrée" 
est alors une section holomorphe, projection orthogonale pour h G Met(E n ) 
sur H°(X,E n ) de la section généralisée U\ définie par : 



ui = ô Zo ei (cf. p.§2p . 
Cet outil nous fournira également les résultats suivants : 
1. le calcul du noyau de l'opérateur correspondant à la projection orthog- 



onale pour la métrique h des sections de E n sur l'espace W n (cf. p. ^2 
et p. ||), 

2. l'image de h G Met(E n ) par I n L n : 

Théorème . (cf. p. \10dj ) Soit (E n ,h) un fibré holomorphe hermitien 
sur X , on a : 

h- x l n L n {h) = ^{R c {O x {n)Id EQ -R c , h {E )Id Ox{n) +rId En )+O{^). 



Pour les notations on regardera p. \5l 

Ce théorème nous permet alors d'établir le lien entre les deux fonctionnelles 
M et KM n : 

Théorème . (cf. p.^)3C, Vh, k G Met(E n , C 4 ) 



\(M - KN n o L n ){h) -(M- KN n o L n )(k)\ < -. 

n 
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Soit maintenant U un compact de Met(E n ,C A ) donné. On démontre 
également que pour n assez grand, si m est un extrémum de KN n \L n aj) 
alors m est l'image d'un minimum local de A4. En particulier, si le minimum 
de Yang-Mills est contenu dans U alors le minimum de JCAf n \L n (u) pour n 
assez grand correspond au minimum de Yang-Mills. Plus précisément, on a 
le théorème suivant : 

Théorème . (cf. p. 

Soit E n un fibré stable sur X. Soit U un compact convexe donné de 
Met(E,C A ). Supposons que h YM , la métrique de Yang-Mills (elle existe car 
E n est stable), appartienne à U. On a alors : 

Ve > 3nc/, Vn > nu, 

il existe m extrémum de K,N n \L n (u) et 

\\h Y M ~ c.I n {m)\\ L 2 {Met{E)) < 6, 

avecc= 2(1 + 0(1)). 

Notre projet de recherche consiste à généraliser ce résultat en utilisant 
non pas un minimum de KM n sur L n (U) mais le minimum de JCAf n sur tout 
W n . On peut songer à une écriture algorithmique de ce processus. En effet si 
on se donne un nombre suffisant de points sur X, on peut alors rechercher le 
minimum de K,M, via le calcul de déterminants, et en déduire qu'il provient 
approximativement d'un minimum de Yang-Mills sous de bonnes conditions. 



7 



Première partie 
Stabilité : deux approches 
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Introduction 



Dans la suite du texte et sauf mention contraire X désigne une courbe 
algébrique lisse compacte projective sur C ou de façon équivalente un surface 
de Riemann compacte lisse. Dans ce cas X pourra être considérée comme une 
variété kàlhérienne et on notera u la forme kàlhérienne associée à la structure 
riemannienne g. La variété vue comme variété kàlhérienne sera notée (X,u) 
et vue comme variété riemannienne, (X,g). 

On s'intéresse à des fibrés vectoriels sur X. Ils seront considérés holomorphes 
si cela n'est pas précisé. On notera deg E le degré et rg E son rang . On 
prendra en général deg E = d et on se limitera au cas où rg E = 2. La 
dimension de H°(X, E) sera notée p. 

Cette partie est consacrée à deux approches différentes de la stabilité. 
Le premier chapitre traite de l'aspect algébrique de la stabilité. Après avoir 
donné quelques unes des propriétés des fibrés stables, nous rappelons les 
résultats de M. S. Narashiman et C. S. Seshadri. Ensuite, nous nous intéressons 
à la caractérisation de la stabilité, via un produit de grassmanniennes, préambule 
à la construction dans la deuxième partie de la fonctionnelle de G. Kempf et 
L. Ness. Dans le second chapitre, le côté géométrie analytique est développé. 
Après quelques définitions sur la courbure, quelques généralités sur l'espace 
des connexions et la définition de la fonctionnelle de Yang-Mills, nous finis- 
sons par la relecture d'une caractérisation des fibrés stables par S. K. Don- 
aldson dans 0. Cela nous conduit au théorème suivant : 

Théorème . (cf. p. 25) Un fibré holomorphe, indécomposable, E sur X est 



stable si et seulement il y a sur E une connexion unitaire tel que sa courbure 
centrale satisfasse 

de£ E 

*F = -2-kME) avec (i(E) = 6 rn . 

rg E 

Cette connexion est unique à isomorphisme près. 

Nous donnons une esquisse de la démonstration de ce théorème qui fait 
intervenir une fonctionnelle sur l'espace des connexions du fibré E, notée ici 
J qui sert de base à la fonctionnelle de S.K. Donaldson définie dans la partie 
deux (cf. paragraphe |3.2.6| ) et notée A4. 
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Chapitre 1 



Fibres stables et espace de 
module 

1.1 Fibres stables 

Nous notons par la suite les fibres vectoriels par des lettres bâtons et 
les faisceaux par des lettres curvilignes. Nous rappelons également que nous 
attachons à la courbe X le faisceau Ox- Après avoir défini un plongement, 
noté 9, dans F 1 , pour un l donné (F 1 étant muni si nécessaire de sa métrique 
de Fubini-Study (cf. JyJ), nous définissons les faisceaux Ox{d) et ce quelque 
soit d appartenant à Z. Soit X une variété complexe de dimension complexe 
un i.e une surface de Riemann compacte. Soit E un fibré holomorphe de rang 
r sur X. On pose : 

deg E = degS = Ci(E), 
avec ci(E) la première classe de Chern de E. 

Définition 1.1.1. On définit la pente du fibré E par : 

f,(E) = Cl (E)/ rg(E). 

Définition 1.1.2. E est stable (resp. semi-stable ) si pour tout sous fibré 
E ' propre de E avec < rg E' < rg E on a : 

(resp. n{E') < n{E) ). 

Les propriétés usuelles sont regroupées dans la proposition suivante : 
Proposition 1.1.3. 1. Tout fibré en droite est stable. 
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2. Si F est stable et L est un fibré en droite alors F <g> L est stable. 

3. Si Fi et F 2 sont stables et fi(Fi) = fJ,(F 2 ) alors tout homomorphisme 
non nul h : F 1 — > F 2 est un isomorphisme. 

4- Tout fibré vectoriel stable est simple . 

5. Soit F un fibré semi-stable sur X de rang r et de degré d. Supposons 
que d > r(2g — 1), alors 

(a) H 1 (F) = 0, 

(b) F est engendré par ses sections. 
Démonstration . 

1. est évidente 

2. Comme 

deg(F <g> L) = deg(F). rg (L) + deg(L). rg (F) , 

on obtient le résultat. 

3. Considérons un morphisme de faisceaux : 

h : T\ — > JF 2 

et soit les sous fibres G\ et G 2 associés respectivement à ker h et im h 
respectivement. On a alors : 

rg (FO = rg (G 1 ) + rg (G 2 ) 

deg(-F\) = deg(ker h) + deg(im/i) 

< deg(G 1 ) + deg(G' 2 ) 

< rg (G 1 ). f i(F 1 ) + rg (G 2 ).pt(F 2 ) 

= ( rg (Gi) + rg (G 2 )).//(F 1 ) = deg(F 1 ), 

On en déduit que ker h = et im h = F 2 

4. Supposons que F soit stable et considérons un endomorphisme 

h : F > F. 

Prenons un point x G X . On a alors une application linéaire : 

hx ■ F x > F x . 

Soit À une valeur propre de h x . Alors h—\Id F n'est pas un isomorphime. 
Donc d'après (3) h — XMf = 0, c'est à dire h = XI Ûf- 
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(a) Supposons que H X (X, T) ^ {0} alors par dualité il existe un mor- 
phisme de faisceau non nul : 

h : T — > lox, 

où u>x est le flbré en droite canonique de X. Le sous fibre G de F 
engendré par ker h a pour rang r — 1 et 

deg(G) > deg(A;er h) > deg(.F) - deg(u x ) = d - (2 g - 2). 

Puisque F est semi-stable on a : 

r(d - (2g - 2)) < r. deg(G) < (r - l)d , 

donc 

d < r(2g - 2) 

d'où la contradiction. 

(b) Soit x G X et considérons la suite exacte : 

— >m x .J r — >T — >T X — >0 (1.1) 

où m x est le faisceau des idéaux définis au point x, T x le fais- 
ceau de torsion avec pour support x. Nous voulons démontrer que 
l'application induite : 

R\X,T)^R\X,T X ) 

est toujours surjective. D'après la suite exacte longue associée à 



la suite |LT| , il suffit de montrer que 

H 1 (X,m x .f) = {0}. 

Comme m x est sans torsion il est localement libre. On peut con- 
sidérer le fibré en droite associé L x . Alors, d'après (2), F ® L x est 
semistable. De plus étant donné la suite exacte suivante : 

— >m x — >O x — >k — >0 
on a : deg(L x ) = deg(ma;) = — 1. Donc : 

deg(F (g> L x ) = d - r > r(2g - 2). 

D'où d'après ce qui précède : 

H l (m x .F) = H X (F®L X ) = 0. 
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1.2 Résultats de M. S. Narasimhan et C. S. 
Seshadri 



On rapelle brièvement les résultats exposés dans [^] qui fournit un critère 



de stabilité. On considère maintenant une surface de Riemann compacte X 
de genre g > 2. Soit n G N et q G Z tel que — n < q < 0. Soit n un 
groupe discret agissant effectivement, proprement et holomorphiquement sur 
le disque unité Y, de telle sorte que Y/n = X. On suppose également que la 
projection naturelle 

p : Y — ► X 

est ramifiée au dessus d'un point xq G X de degré n et non ramifiée ailleurs. 
Soient y G p~ 1 ({x }) et r = r(q) le caractère du groupe d'isotropie n yo de 
7r tel que l'entier associé à r soit —q. On a alors le théorème suivant : 



Théorème 1.2.1. j WTQ Un fibré vectoriel holomorphe F de rang n et de 
degré q sur X est stable si et seulement si F est isomorphe à p*(E) où E est 
un n-fibré spécial sur Y de type r(q) tel que la représentation : 

p : 7r — > GL(n, C) , 

à laquelle E est associé, soit irréductible et unitaire. 

Nous donnons les définitions nécessaires à la compréhension du théorème 

Définition 1.2.2. Soit p : 7r — > GL(n,C) une représentation. Alors n 
opère sur le fibré trivial Y x C™ par (y,v) ~> (jy, p(j)v) y G Y, v G 
C n , 7 G 7r. On appelle ir-fibré le fibré associé à la représentation p. 

Définition 1.2.3. Soit p : n — > GL(n, C) une représentation. Elle est dite 
de type r si V7 G ir yo p(j) = t(j)M. Si de plus p : n — > U(n) elle est dite 
unitaire de type t. 

Définition 1.2.4. un -n-fibré E sur Y est un -n-fibré spécial de type r si E 
est associé à une représentation p : n — > G Lin, C) de type r. 

Définition 1.2.5. Soit E un n-fibré de rang n sur Y et £ le faisceau associé. 
Alors tt agit sur S et donc sur l'image directe p*(£) . On considère donc le sous 
faisceau, noté (S), de p*(£), formé des éléments invariants sous l'action 
de 7r. p#(£) est un sous faisceau localement libre de Ox -module de rang n. 
On note pZ{E) le fibré associé. On a donc un fondeur pi de la catégorie des 
TT-fibrés sur Y vers la catégorie des fibrés vectoriels sur X. 

Un corollaire de ce théorème est : 
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Proposition 1.2.6. Un fibré vectoriel de degré zéro sur X est stable si et 
seulement si il provient d'une représentation irréductible unitaire du groupe 
fondamental de X, iri(X). 

Remarque . On étend le théorème précédent pour les fibrés de tout degré 
en remarquant qu'il existe un fibré en droite L, dépendant de n et de q tel 
que — n < deg(F ® L) < 0. 



1.3 Schéma de Hilbert et produit de grass- 
maniennes 



On pourra consulter |33|] et |23 



Dans ce paragraphe nous nous intéressons à la correspondance entre les points 
d'un schéma de Hilbert qui correspondent aux fibrés stables et des points, 
stables pour l'action du groupe SL(p), d'un produit de grassmaniennes . 

Proposition 1.3.1. f$ÏBJ Soit T un faisceau cohérent sur X. Les quotients 
de T qui ont un polynôme de Hilbert fixé P sont paramétrisés par les points 
d'un schéma projectif de type fini noté Q(T / P). De plus il existe un faisceau 
cohérent U sur Q(J- '/P) x X et un morphisme surjectif, p* 2 : T — ► U, tel 
quelÀ est plat sur Q(F / P) et "universel". 

Dans notre cas on prend p > 1 : 

T = O p x et P(m) = p + rm . 



Définition 1.3.2. \2h] On note U q , q G Q{TjP), le faisceau cohérent sur 
X induit parlÀ restreint à {q} x X . On considère les points q de Q(J- '/ P) tel 
que : 

1. U q soit localement libre. 

2. — > H°(U q ) est un isomorphisme Wq G Q(J-"/P) 
On notera TZ cet ensemble. 

Remarque . Le choix du polynôme de Hilbert P et la définition précédente 
implique 

VqeQ(F/P) H\X q ,U q ) = . 

Remarque . Vues les hypothèses, le rang de U q est r, son degré est p — 
(r(l — g)) et h°(X q ,U q ) = p . En fait le choix du polynôme de Hilbert P est 
fait de telle sorte que lÀ q est ces caractéristiques en commun avec E. 
Remarque . Si on identifie le groupe GL(p) avec le groupe des automor- 
phismes de O p X) alors GL(p) agit sur Q(!F/P) et sur U. De plus cette action 
induit une action de PGL(p) sur Q{!F/P) mais pas sur U (car À X Id agit 
sur U en multipliant par À). 
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Théorème 1.3.3. $5$ On a : 

1. TZ est un ouvert PG L(p) -invariant de Q{T / P) etU\nxx e st localement 
libre. Il correspond donc à un fibré U sur TZ x X . 

2. U qi = U q2 si et seulement si qi et qi appartiennent à la même orbite 
sous l'action de PGLijp). 

3. Vg G TZ le stabilisateur de q sous l'action de PGL(p) est isomorphe au 
quotient Aut(U q )/{\ x Id}. 

Proposition 1.3.4. TZ est un sous-schéma ouvert lisse de dimension p 2 + 
r\g-l). 

On considère maintenant l'ensemble 7£ 3S (resp. 7Z S ) des points de TZ tels 
que U q soit semi-stable (resp. stable). 

Comme pour tout x appartenant à X le fibre U\tix{x} peut être regardé 
comme une famille de quotients de dimension r de l'espace vectoriel H°(O p x ) 
(de dimension p), on peut construire le morphisme suivant, en notant H p r : = 
Grass(p, r) : 

if) x : TZ — > H p r , défini par : 
q i-> ip x (q) = {U q ) x . 

ip x est un PGL (p)-morphisme i. e. ip x (g-q) = Q-^x^q) V(? G PGL{p). Prenons 
ensuite une suite de points x±, x 2 ■ ■ ■ x s de X. On peut donc définir : 

i=S 

ip : TZ — > Y\_(Hp,r)i défini par 

i=l 

Q ~ 4>(q) = ((Uq) Xl ,(Uq) X2 ,...,(U q ) X3 ). 

Ce morphisme est aussi un PGL(p)-morphisme. On a alors le théorème suiv- 
ant qui nous sera utile pour la construction de la fonctionnelle de Kempf et 
Ness (cf. paragraphe |3.3.2| ). : 

Théorème 1.3.5. ]ff3|/ Pour r fixé, il existe <i G N tel que^d > d , il existe 

i=s 

une suite de s := s(d) points telle que le morphisme ip : TZ — > Y[ {H p , r )i ='■ Z 

i=l 

vérifie : 

1. ip est injective. 

2. TZ SS = ^(Z 83 ). 

3. n s = i)~ x (z s ). 

4- ip : TZ SS — > Z ss est propre. 
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Ici l'action considérée sur Z est celle de SL(p) et, comme pour 1Z S et 1Z SS , 
les notations Z s et Z ss désignent les les points stables ou semi-stables de Z 
comme défini dans j^j. 

On peut caractériser la stabilité sur Z de la façon suivante : 

Proposition 1.3.6. Soit v = (v\,V2, ■ ■ ■ ,v s ) G Z. On pose, 

1=1 ^ 

où 7Tj correspond à la projection sur (H p r )i. Alors, 

v est stable (resp. serai — stable) 

si et seulement si 

\/D sous-espace propre de H (O^), 5(D) > (resp. > 0) 

Même si cela n'intervient pas par la suite, nous remarquons que le théorème 
précédent nous permet de construire la variété des modules de fibrés stables 
qui correspond au quotient géométrique par PGL(p) de 7Z S . La variété 1Z SS 
n'admettant quant à elle, qu'un bon quotient par PGL(p) qui est une variété 
projective. Pour les définitions de bon quotient et de quotient géométrique 



on consultera |28| p. 70. On rappelle qu'un quotient géométrique est un bon 
quotient qui est aussi un orbi-espace. On a également le résultat suivant : 

Théorème 1.3.7. i7 existe un espace de module grossier pour les fibrés vec- 
toriels de rang r et de degré d. Cet espace a une compactification naturelle 
en une variété projective notée Ai(r, d) avec dim(Ai(r, d)) = r 2 (g — 1) + 1. 

Dans la seconde partie, cette construction précisée ici et plus partic- 
ulièrement le théorème |1.3.5| , nous permettra d'établir une définition de la 
fonctionnelle de G. Kempf et L. Ness . 
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Chapitre 2 



Espace des connexions sur E et 
fibres de Yang-Mills 

On pose : 

C°°(X, A q T*X <g> F) = tt q (F) 

avec F un fibre sur X. Nous introduisons les notations qui nous serons utiles 
par la suite . 

2.1 Connexion et courbure 

Soit E un fibre vectoriel C°° sur X de rang r et de degré d (ici on con- 
sidérera une variété X complexe ou réelle de dimension n, étant entendu que 
le cas qui nous intéresse est celui qui correspond à une variété complexe de 
dimension complexe 1). 

Définition 2.1.1. Une connexion D sur E est un opérateur différentiel 
linéaire D tel que : 

D : C°°{X, A q T*X ® E) — ► C°°(X, A q+1 T*X <g> E) avec , 
D(a Au) = da A u + (-l) dcg a a A Du (Règle de Leibnitz) 

oùae C°°(X, K q+1 T*X) etue C°°(X, A q T*X) . 
Remarque . 

On notera \J E la dérivée covariante de E définie par D et également Vh 
la dérivée covariante de (E, h). 

Supposons de plus que E soit muni d'une métrique h, hermitienne (ou eucli- 
dienne ), ce que l'on notera (E, h) et soit un champ de repères C°°, (e\)\=i.. r 
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de E. Nous avons alors l'accouplement sesquilinéaire (ou linéaire) canonique : 

C°°(X, A P T*X ® E) x C°°{X, A q T*X ® E) — > C°°{X, AP+<?T*X ® C) 

(m, u ) i — > {m,^} 

où 

r 

{m, v} = «a A v p < e\, e^ >/, si X est réelle 

et 

r 

{m, f } = u\ Av^ < e\, e M >h si X est complexe . 



On a posé : 



u 



A=l 

r 



Vf, (X) e M 

Définition 2.1.2. Soit D une connexion sur E. Si 

d{u, v} = {Du, v} + (-l) dcg u {u, Dv} 

alors 

- D est dite euclidienne , si h euclidienne . Nous parlerons dans ce cas 
de fibré euclidien (E, h), 

- D est dite hermitienne , si h hermitienne. (E, h) sera dit fibré hermi- 
tien. 

Si maintenant le fibré E est holomorphe sur X, variété complexe, on a : 

Définition 2.1.3. Une connexion D est compatible avec la structure holo- 
morphe si et seulement si 

Vs G C°°(X, T*X ® E) D"s = 5 s , 

où D" est la (0, l)-composante de D. 

Définition 2.1.4. Une connexion D est dite de Chern si elle vérifie les 
définitions \2.1.ê\ et $.1.5 . 



Proposition 2.1.5. La connexion de Chern D sur un fibré holomorphe 
hermitien (E, h) existe et est unique. 
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On reprend le cas d'un fibre vectoriel C°° sur X. 

Définition 2.1.6. On appelle courbure de la connexion D, la 2-forme R(D) 
à valeurs dans End(E) = E ® E* définie par : 



On omettra de préciser la connexion en question si le contexte est suff- 
isamment clair. Lorsqu'il s'agira de la courbure de la connexion de Chern du 
fibré (E,h), nous utiliserons également la notation Rh(E). 

Définition 2.1.7. Une connexion D sur E est dite plate si R = 

Proposition 2.1.8. Soit D la connexion de Chern d'un fibré holomorphe 
hermitien (E, h) de rang r sur X . On a alors la décomposition suivante pour 
une trivialisation donnée <f> : E\u U x C n : 



où u E C°°(X,E) et H = {h\p) avec h\p, = h(e\,e[f) avec (e\)\=i,. r repère 
holomorphe local . 

Remarque . 

I. Plus généralement on a D =\ <t> d + A avec 

- si E est un fibré vectoriel sur X , variété réelle, A G C°°(0((r, R) ® 
T*X\u) où g((r, R) correspond à l'algèbre de Lie de GL(r, R), 

- si E est un fibré vectoriel complexe sur X , variété complexe, 
A e C°°(0l(r,C) ŒT^Xp) où gt(r, C) correspond à l'algèbre de 
Lie de GL(r, C), 

- si E est un fibré vectoriel variété réelle X, muni d'une métrique 
h, et D euclidienne pour le fibré (E, h) , A E C°°(o(r, R)®T*Xp) 
où o(r, R) correspond à l'algèbre de Lie de 0(r, R), 

- si D est la connexion de Chern du fibré (E, h) sur la variété com- 
plexe X, A e C°°(u(r) ® T l '°X\u). 

La différence de deux connexions est donc un objet de fl l (gl(E)) et si 
il s'agit de fibré (E, h) euclidien (resp. holomorphe hermitien) elle est 
dans n^E)) (resp. Q 1,0 (u(£'))). 



R(D) : C°°(X, T*X (g) E) 
R(D) 



C°°(A 2 T*X <S> E) 
DoD. 




De plus 



R(D) =\ <t> dA + A A A. 
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2. La courbure R associée à une connexion D compatible avec la structure 
holomorphe d'un fibre E sur X est une (1, l)-forme à valeurs dans 
End(E) et dans ce cas 

R(D) =4 D' o D" + D" o D' 

où D est la (1, 0)-composante de D. D'après la première remarque 

R(D) = dA + A A A =u H^ddH + fT^ff A iT^diï 



en utilisant les notations de la proposition |2.1.8 . 

3. Dans le cas d'une connexion de Chern D sur un fibre holomorphe her- 
mitien (E, h), la courbure R vérifie que 

iR(D) e C°°(X, A hl T*X <g> Herm(E, E)). 

Ici iHerm(E, E) correspond également à Ad(E) et à u(E), c'est à dire 
aux endomorphismes hermitiens du fibré. 



Proposition 2.1.9. jJ^/ La courbure R d'une connexion D d'un fibré E sur 
X satisfait la seconde identité de Bianchi i. e 

DR = 0. 



2.2 Fibres Einstein-Hermite 

Nous nous plaçons jusqu'à la fin du paragraphe sur une variété kàlhérienne 
X de dimension réelle n où n = 2m. Soit E un fibré holomorphe sur X de 
rang r. Soit h une métrique sur E. Soit (e^)A=i..r un champ de repère sur E 
et z 1 , z 2 , .., z m ) est un système de coordonnées de X . On note : 

hxp, = h(e\, e M ) et g = '^gqdz 1 ® dz? . 

La courbure R h = (R%) G C°°(End(E) <8> A 2 T*X) s'écrit par rapport à (e A ) : 

R(e x ) = Yl R x e » etR x= J2 R M] dzl A d #- 

/i=l..r i,j=l..m 

La courbure peut se décomposer en deux composantes dont l'une a pour 
définition suivante : 
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Définition 2.2.1. La courbure centrale K de (E, h) est définie par : 
Alors (K\) définit un endomorphisme K sur E. 

Remarque . Si on prend E = TM le fibre tangent holomorphe et h = g 
alors 

K = ricx 

est la courbure de Ricci de X. 

Définition 2.2.2. Unfibré(E,h) sur (X, ai) satisfait la condition Einstein 
faible si 

K = ipI E 

où (p est une fonction réelle . 

Si de plus ip = este alors le fibré (E, h) est dit Einstein Hermite ou Yang- 
Mills Hermite. 

Remarque . Si (E, h) est Yang-Mills Hermite alors la constante ip est égale 

= 2 deg(E) 
^ vol{X)' rg (E)' 

Remarque . Si X est une courbe algébrique on a alors : g — g\\dz A dz. 
Ainsi, = g u R^ u . Donc la courbure centrale est toute la courbure et il 
n'y a qu'une composante. 

Cette notion de fibré Yang-Mills Hermite sera utile dans la deuxième partie 
avec l'introduction de la fonctionnelle de Donaldson. 

2.3 Généralités sur l'espace des connexions 
sur E 

Après les rappels du paragraphe précédent, nous étudions l'espace des 
connexions d'un fibré E holomorphe. On se place donc dans le cas où X est 
une surface de Riemann. Soit D a , Dp deux connexions sur un fibré E qui sont 
hermitiennes. Nous avons remarqué (cf. paragraphe [2.1|) que la différence de 
D a et de Dp était une 1— forme à valeurs dans u(E). Donc, si on considère 
l'ensemble des connexions sur E, que l'on notera A, il s'agit d'un espace affine 
de direction vectorielle fi 1 (u(-E')) où r2 1 (u(£')) désigne l'espaces des sections 
C°° de u(E) (g) T*X. On munit A d'une métrique et la forme associée définie 
par 

u A (D 1 ,D 2 ) = I tr(£>! AD 2 ) VD 1 ,D 2 eTA 
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en fait un espace symplectique. Regardons, dans le paragraphe suivant, l'ac- 
tion du Groupe de Jauge. 

2.4 Groupe de Jauge 

Soit GL(E), le fibre des automorphismes linéaires complexes du fibre E 
holomorphe sur X . Nous définissons le Groupe de Jauge par 

g = { s e C°°(GL(E))/ t ss = id E }. 

Soit D G A avec D = d + d, la décomposition habituelle. L'action de s G Q 
notée s*(D) = s -1 o D o s est donnée par : 

d s (D) = s^Bds- 1 
d s(D) =( t s)d D ( t s)- 1 . 

Les éléments de ce groupe correspondent aux isométries de la métrique 
mise sur A. 
Par ailleurs le groupe 

g c = C °°(GL(E)) 
agit aussi sur A de la façon suivante : 

(dg(D) = g^d D g 
\d g{D} =(g*)d(gT l 

avec g G Ç c et D G A. 

L'action du groupe Ç c ne préserve pas la métrique mise sur A. Cependant 
deux connexions définissent des structures holomorphes isomorphes pour E 
si et seulement si elles sont dans la même orbite sous l'action de Ç c . En effet 
par définition deux opérateurs d\ et <9 2 définissent des structures isomorphes 
si elles sont conjuguées par un élément de C°°(GL(E)). 



2.5 Opérateur 

Nous considérons pour commencer une variété riemanienne orientée com- 
pacte lisse (X, g) de dimension réelle m. On définit un opérateur linéaire * 
sur A P T*X de la façon suivante : 

* : A P T*X — ► A m ~ p T*X avec 
/ù A... A f ip .— > f h A . . . A f jm _ p 
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de telle sorte que (f^, ... , fi p , f^, ■ ■ ■ , fj m - p ) soit un base orientée positive. 
On considère maintenant une variété compacte kàlhérienne de dimension n 
où 2n = m. On considère aussi un fibré holomorphe hermitien E sur X. Soit 
t : E — > E* isomorphisme de fibrés défini via h. On définit alors, 

* E : C°°(A P T*X AE) — ► C°°{A 2n - p T*X A E*) avec 

® e ) = *0 <g> r(e) pour e G £ s et G ^(A 2 "-^^). 



Remarque . On définit donc sur (X, g) une métrique sur les q-formes en 
posant : < fJ>i,/J>2 >g— *(a*i A *fi2)- On a également 

*(1) = (det(g fj ))^dx l A ... A dx m 

c'est à dire la forme volume. 



2.6 Opérateur de Laplace-Dolbeault 

Soit D une connexion d'un fibré E. On définit formellement l'adjoint de 
D par : 

D* = - *D* 

ainsi que dans le cas d'un fibré holomorphe hermitien (E, h) l'adjoint de d. 

d* h = - *e* d * E . 
On définit enfin l'opérateur de Laplace Dolbeaut par : 

A B = d* h d + dd* h . 

2.7 Fonctionnelle de Yang-Mills 

Soit X, une variété complexe, (E, h) un fibré hermitien holomorphe sur X. 
Nous précisons d'abord le produit hermitien sur C°°(X, A P T* X®Herm(E , E)) 

Proposition 2.7.1. Soient A,Be u(n) on définit un produit hermitien sur 
u(n) grâce à : 

A.B = -tr(A.B). 
Cela définit un produit hermitien dans Herm(E, E). 
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Définition 2.7.2. ( cfp. fêty Le produit hermitien dans les fibres de A P T*X® 
Herm(E, E) est le suivant : 



où ni <g) ui, Hz <g> u 2 e Herm(E x , E x ) <g> A P T*X Wx G X. 

Cela induit donc un produit L 2 dans C°°(X, A P T*X (g> Herm(E, E)) : 



On peut maintenant définir la fonctionnelle de Yang-Mills. 

Définition 2.7.3. Soient X une variété kalhérienne compacte (E, h) un 
fibré hermitien holomorphe dont la courbure de Chern est R(D). La fonc- 
tionnelle de Yang-Mills est définie par 



Proposition 2.7.4. Une connexion D est de Yang-Mills si elle est station- 
naire pour yAi(D) c'est à dire quelle vérifie : 



Dans ce cas le fibré (E, D) est dit fibré de Yang-Mills. 

Démonstration . Comme l'espace de connexions compatibles avec la métrique 
du fibré (E,h) sur X sur E est un espace affine modelé sur fi 1 (u(i?)), la 
différence de deux connexions compatibles est un élément de fl 1 (u(E)). Il 
s'ensuit que pour étudier les points critiques de y M. on regarde : 



< /ii ® LUi, /i 2 ® UJ 2 >= < OJl, Uû 2 >g 





D * R(D) = 0. 



Pour A eVl 1 



(Ad(E)), s 



e T(E), 



R(D + tA)(s) 



{D + tA)(D + tA)(s) 

D 2 s + tD(As) +tA A Ds + t 2 (A A A) s 

(R(D) + t(DA) + t 2 (A A A)) s 



car D(As) = (DA)s 



A A Ds On obtient donc : 



d 
dt 




\t=o 




2 f < ^-(R(D) + t(DA) + t 2 (A A A)), R(D + tA)\ t=Q > *(1) 



J x 




2(DA,R(D)). 
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D'où, j t yM(D + tA) ]t=0 = D*R(D) = 0. □ 

Théorème 2.7.5. La fonctionnelle de Yang-Mills est invariante sous l'ac- 
tion du groupe de Jauge G- De plus, Vs G G, si D est une connexion de 
Yang-Mills alors s*(D) = s -1 o D o s est aussi une connexion de Yang-Mills. 

Démonstration . Soit s G G, s agit sur l'espace des connexions sur E de 
la façon suivante : 

s*(D) = s -1 oD o s 

on a donc 

s*R(D) = s -1 o D o s o s' 1 o D o s 
= s" 1 oR(D)o s 

Comme de plus s est un automorphisme du fibre (E, h) qui est une isométrie 
pour < ., . > il s'ensuit : 

< s*R(D),s*R(D) >=< R(D),R(D) > 

□ 



2.8 Relecture du théorème de M. S. Narasimhan 
et C. S. Seshadri par S.K.Donaldson 

Dans 0, S. K. Donaldson a établi un théorème liant les fibrés stables 
et les fibrés dont la courbure centrale est constante. Pour cela il utilise une 
fonctionnelle notée ici J qui correspond pour les fibrés de degré zéro et de 
rang deux à la fonctionnelle de Yang-Mills. Elle préfigure la fonctionnelle que 
nous appelons fonctionnelle de S.K. Donaldson et noterons Ai (cf. paragraphe 
3.2.6|) . Voici donc le théorème en question. 



Théorème 2.8.1. j^j Un fibre holomorphe, indécomposable, E sur X est 
stable si et seulement il y a sur E une connexion unitaire D telle que sa 
courbure centrale satisfasse : 

des E 

*F = -2nin(E) avec fi(E) = — — . 

rg E 

Cette connexion est unique à isomorphisme près. 

La démonstration , donnée dans 0] , de ce théorème s'organise de la façon 
suivante : 
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- Pour les fibres en droite il s'agit d'une conséquence de la théorie de 
Hodge. 

- On suppose que le résultat a été prouvé pour des fibrés de rang r — 1. 
On le démontre pour des fibrés de rang r. 

Pour cela on considère une suite de connexions compatibles avec la métrique 
de (E,h), fibré C°°, qui minimisent une fonctionnelle J définie par : 

J(D) = N( — - + ^ - Idg) avec D connexion sur E, 

2m vol X 

et N(s) = f x (s*s)ï ,s G End(E). On extrait de cette suite une sous-suite 
convergeant faiblement et on obtient deux cas : 

- La connexion limite est dans l'orbite, pour l'action de Q , des connex- 
ions unitaires de E. Dans ce cas, si InfJ\o r b(E) es t atteint dans Orb(E), 
notons le D . Alors on montre que la courbure R(D ) de la connexion 
pour laquelle le minimum est atteint vérifie *R(Dq) = —2-ïïi[i{E) et 
que, quitte à changer de jauge, elle est continue et unique à l'action du 
groupe de jauge près. 

- La connexion limite est dans l'orbite d'un fibré F distinct de E et dans 
ce cas le fibré E n'est pas stable. 

La deuxième situation ne se produit pas si le fibré est irréductible. Pour cela 
on utilise d'abord un résultat de Uhlenbeck : 

Proposition 2.8.2. (WH) Supposons que (Z?i)ieN s °tt une suite de connex- 
ions unitaires L\ sur E avec \R{I)i)\ L v bornée. Alors il existe une sous-suite 
(-D<7(i))i6N avec o : N — > N croissante et une transformation de Jauge L\, 
u a {i) telle que (u a (i)(D a ^))i e ^ converge faiblement dans L\. 

Cela nous permet d'obtenir le résultat suivant : 
Proposition 2.8.3. Soit E un fibré holomorphe sur X . Alors on a deux 
cas : 

- Inf J\orb(E) est atteint dans Orb(E). 

- Inf J\orb{E) n'est pas atteint dans Orb(E). Il existe alors un fibré holo- 
morphe F qui est de même degré et de même rang que E mais tel que 
F ^ E, Inf J\ rb(F) < Inf J\ rb(E) et Hom(E, F) ^ 0. 

Si on choisit un morphisme / non trivial de E dans F on a alors le 
diagramme suivant : 



N 



E - 
f 

F <- 



Q - 

9 

M <- 



-> 
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avec deg Q < deg M et rg Q = rg M. Or nous avons les deux proposi- 
tions suivantes : 

Proposition 2.8.4. Si F est un fibré holomorphe sur X qui est une exten- 
sion : 

— ► M — > F — ► N — > 
et si /i(M) > fj,(F) alors pour toute connexion unitaire D sur F on a : 

J{D) > J , 

avec 

J = rg M{n{M) - pt(F)) + rg N(pt(F) - //(M)). 

Proposition 2.8.5. Si E est un fibré stable et si le théorème a été prouvé 
pour des fibrés de rang inférieur, si il existe une extension : 

— >P — > E — >Q — ► 0, 

alors il existe une connexion D sur E telle que 

J{D) < Ji, 

avec 

h = rg P.fi(E) + rg Q(»(Q) - »(E)). 

Donc si on suppose que E est stable et si le théorème est prouvé pour les 
fibrés de rang inférieur alors dans le cas de la seconde situation , il existe un 
fibré F de même degré et de même rang que E avec Hom(E, F) ^ et Jo < 
Inf J\orb(F) < Inf J\orb(E)- Or d'après la dernière proposition Inf J\o r b{E) < 
Ji mais comme 

rg (Q) = rg (M) 
rg (P) — rg (N) onRj<J 
deg(Q) > deg(M) 011 a Jl ~ J °' 
deg(P) < deg(iV) 

Donc le deuxième cas ne se produit pas si E est stable. 



2.9 Conclusion 

Nous avons vu dans cette partie deux visions, l'une plutôt algébrique et 
l'autre plus analytique de la stabilité. On va dans la prochaine partie étudier 
plus profondément les liens entre ces deux visions. Les outils mis en lumière 
dans cette première partie seront d'ailleurs utilisés dans les deux parties 
suivantes. 
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Deuxième partie 

Liens entre les espaces Met(E r 
et Met{W n ) : comparaison de 

métriques 



28 



Introduction 



Nous désignons par X une courbe algébrique lisse compacte projective 
sur C plongée dans CP l . On munit CP l de la métrique classique de Fubini- 
Study. On pourra considérer X comme une variété kàlhérienne et on notera tu 
la forme kàlhérienne associée. On considère un fibré vectoriel holomorphe sur 
X, noté E , de degré quelconque et de rang deux. Soit E n le fibré E <g)Ox(n). 
Pour comprendre les relations entre les deux caractérisations de la stabilité 
décrites dans la première partie, nous abordons, dans cette seconde partie, 
les liens qu'il y a entre l'espace des métriques sur E n , noté Met(E n ) et celui 
des métriques sur H°(X,E n ) noté Met(W n ).On note p n la dimension de 
H°(X,E n ). Nous rappelons que l'espace Met(E n ) reste inchangé pour tout 
n, alors que Met(W n ) voit sa dimension augmenter avec n. 
Nous construisons tout d'abord de façon naturelle, les morphismes reliant 
les deux espaces Met(W n ) et Met(E n ) que nous appelons I n et L n . Nous 
décrivons les objets mis en en jeu et mettons en lumière les deux fonction- 
nelles qui vont nous intéresser : une, analytique, de S.K. Donaldson notée Ai, 
ne dépendant pas de n et définie sur Met(E n ) et l'autre, algébrique, lCM n 
définie sur Met(W n ) et construite explicitement p. |4Ô]. L'idée initiale de cette 
construction provient du travail décrit au paragraphe |3.3.1| . La première fonc- 



tionnelle permet de déterminer les points de Met(E n ) qui sont des métriques 
de Yang-Mills Hermite et la seconde les fibrés stables. 

Ensuite nous examinons un côté géométrique de l'espace A des connexions 
en utilisant essentiellement la construction de la métrique de Quillen. Il en 
découlera en fait assez naturellement le résultat de S.K. Donaldson donné 



dans le chapitre fL3|. Ce résultat relie en partie les deux espaces Met(E n ) et 
Met(W n ) via la torsion analytique abordée dans le chapitre p. C'est enfin 
dans le dernier chapitre de cette partie que nous énonçons et démontrons les 
résultats de ce travail dont un des plus intéressant est : 

Théorème . (cf. p. \£7[) Soit E n un fibré stable sur X. Soit U un compact 
convexe donné de Met(E,C A ). Supposons que h YM , la métrique de Yang- 
Mills (elle existe car E n est stable), appartienne à U. On a alors : 

Ve > 3nu, Vn > nu, 

il existe m extrémum de JCAf n \L n (u) e t si on pose c = -(1 + 0(1)) alors 

d(h Y M, cl n (m)) L 2 (Met{En)) < e. 

Autrement dit la métrique de Yang-mills est approximée par des métriques 
de la forme cl n (m) où m G Met(W n ) est un minimum de la fonctionnelle 
algébrique fCN n sur L n (U). 



29 



Chapitre 3 



L'espace des métriques sur Ej 
et l'espace des métriques sur 
W n : les fonctionnelles 
"algébriques" et "analytiques 



3.1 Morphismes entre Met(W n ) et Met{E n ). 

On pose : 

W n = H°{X,E n ) 

On désigne par Met(W n ) (respectivement Met(E n )) l'ensemble des métriques 
sur l'espace W n (resp. sur le fibre E n ). On peut remarquer que : 

Met{E ni ) = Met(E n2 ) Vn x , n 2 G Nef. p. |. 

Nous ne distinguerons pas ces espaces par la suite. 

On s'intéresse au passage d'une métrique sur le fîbré E n à une métrique 
sur H°(X, E n ). Pour cela nous introduisons deux opérateurs : 

Définition 3.1.1. On note 

L n : Met(E n ) — > Met(W n ), 

l'opérateur défini par : 

L n (h) = / h(. : .){z)uj , 
Jzex 
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avec 

VzGX, h(.,.)(z) : W n x W n — >C 

(u,v) i — ► h z (u(z),v(z)) . 

Cette application fait correspondre à un choix de métrique h sur E n la métrique 
L 2 sur W n définie par h. 

Remarque . Soit Ë n le fibre conjugé du fibre E n et W n l'espace conjugué 
de W n . On considère l'application naturelle : 

A n : W n ® W n — > C°° {E n ® Ë n ). 

Comme Met(W n ) C W*®W* et Met(E n ) C C°°(E*®Ë*), l'application L n 
est la transposée du morphisme A n . C'est un morphisme linéaire. 

Maintenant, si le degré du fibré E n est assez grand, alors le fîbré E n est 
engendré par ses sections c'est à dire nous avons le morphisme surjectif (cf. 
paragraphe |3.3.2| ) : 

W n ® X E n . 

Ainsi, chaque fibre E n , z avec zeldu fibré peut être vue, via le morphisme 
<f> z , comme quotient de l'espace vectoriel W n . Si on se donne une métrique 
m G Met(W n ), <p z donne une métrique induite sur E n<z . Plus précisément on 
a la définition suivante : 

Définition 3.1.2. Le morphisme I n est défini de la façon suivante : 
In:Met{W n ) — > Met(En) 

I n (m)(e z ,e z ) = min{m(v,v)/v G W n et v(z) = e z }, 
avec e z G E z , m G Met(W n ). 

3.2 Fonctionnelles sur Met(E n ) 

Nous commençons par fixer une application déterminant dans Met(E n ). 
Soit h G Met(E n ). Pour tout z G X, h z est une forme hermitienne. Par 
conséquent on peut choisir une application déterminant, 

det En (h) -.X^Rt, 

à partir d'un choix d'un isomorphisme A 2 E = Ox(2d n ) où d n = deg(E n ). 
Dans toute la suite du texte nous prenons donc un point de référence ko G 
Met(En) tel que 

det(A;o) = 1. 
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Remarquons que si on se donne h G Met(E n ) on a alors : k h = H avec H 
endomorphisme autoadjoint défini positif du fibré E n . Il vérifie : 

Vu,veE n < Hu,v > ko =< u,v > h 

Nous avons défini dans la première partie la fonctionnelle de Yang-Mills notée 
y M. invariante sous l'action du groupe de Jauge Q mais pas sous l'action 
du groupe complexifié Q (cf. p. ^4[). Nous définissons maintenant d'autres 
fonctionnelles sur Met(E n ). 

3.2.1 La fonctionnelle de Donaldson M 

On pourra consulter |TÏJ ou [25 . 



Morphisme de Chern-Weil. 

Soit E n un fibré vectoriel holomorphe de rang r sur X. Le cas qui nous 
intéresse est r = 2, mais les définitions qui suivent restent valables pour r 
quelconque. On note Met(E n ) l'espace de toutes les métriques hermitiennes 
définies sur E n . 

Définition 3.2.1. Soit P une application l-linéaire sur $l(r, C) symétrique 
invariante par Gl(r, C). On considère le morphisme P défini par : 

P : Met{E n ) — ► Q {l ' l) {X) 

h ^ P(iR(D),iR(D),...,iR(D)) 

où D est l'unique connexion associée à h. Ce morphisme s'appelle morphisme 
de Chern-Weil. 

Remarque . 

1. Soient h G Met(E n ) et if G ThMet(E n ). Alors on a l'application tan- 
gente : 

(ôP) h (H) = i.l.ddP(6(H),iR(D), . . . , iR(D)) 

avec 9 l'identification canonique de T h Met(E n ) avec Herm(E n , E n ) : 
H(u, v) = h(9(H)u, v) où u, v G E n . 

2. Si on pose 

$(H) = l.P{9{H),iR(D), ... , iR(D)) , 

$ est 5-fermée modulo Imd © Imd (cf. |22j chap 6). Donc <î> est une 
1-forme sur Met(E n ) à valeurs dans il ( - l ^ 1 ' l ^ 1 \X) . 
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Alors il existe R : Met(E n ) — ► ^'^-^(X) tel que 

(5R) h0 (H) = $(H) Vh G Met(E n ) et H G T ho Met(E n ). 

Vu la définition de $, on a également iddôH = ôP. On pose 

R : Met(E n ) x Met(E n ) — ► fiC- 1 ''- 1 ) (X) 

(M) i — ► R(h, k) = K(h) - K(k). 

Soient h, h' G Met(E n ). On a alors iddR(h,h') = P(h) - P(h'). Etudions 
maintenant les cas où / = 1 et l = 2. 

1. I — 1 : on note P\ l'application 1-linéaire sur gi(r, C). 

P 1 (A) = tr(A) VAGgl(r,C) 

alors Pi(h) = 2-KCi(E n , h). On note Ri l'application correspondant à 
R dans le cas où l — 1. On a 

zâdR^/i, fc') = 27r( Cl (£ n , /i) - Cl (P n , h')) 

et 

5Ri(iï) = $(P) = tr(6(H)) . 

C'est à dire 

Ri(h',h) = In det(h- l h'). 

2. I = 2 : (Ceci est donné pour (X,u) variété kâlhérienne compacte de 
dimension complexe m) 

on note P 2 l'application 2-linéaire sur g[(r, C), 

P 2 (A, S) = tr(AP) VA, B G gl(r, C)(forme de Killing). 

P 2 (/i) = 4n 2 (ci(E n , h) 2 — 2c 2 (P n , /i)). On note R2 l'application corre- 
spondant à R dans le cas où l = 2. 

5H 2 (h',h) = 2t.tr(h- 1 ôh t .R(h t )) 

où ht est un chemin différent iable de métriques entre h et h'. Nous 
avons en fait : 

iddR 2 (h, h') = 47T 2 (7T 1 (P n , h) ~ n(E n , h')) 

où 7Ti(E n , h) est la première classe de Pontryagin de (E n , h). On pourra 
consulter JEJ pour une autre présentation. 
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La construction précédente permet de poser la définition suivante : 

Définition 3.2.2. Soit E n un fibré vectoriel holomorphe de rang r sur (X,u), 
variété kàlhérienne compacte de dimension un. La première fonctionnelle de 
S. K. Donaldson est définie par 

M= R 2 + ARiu;, 
Jx 

avec À = —A7Tfi(E n ) et u est la forme kàlhérienne de X . 

Proposition 3.2.3. (cf. jl^/j Soient h,h',h" G Met(E n ), on a : 

1. M{h, h') + M (h', h") + M{h", h) = 0. 

2. M(h, ah) =0 Va > 

3. Soient h{u) est une courbe différentiable dans Met(E n ) et v u = /ï,(u) _1 9 n a(«) 

d 



, -M(h(u), k) = 2i / tr(v u R(h(u))) + 2X.tr(v u )uj. 
du 



x 



En particulier j- f x ~R, 2 (h(u),k) = 2i J x tr(v u R(h(u))) , oùk G Met(E n 
fixé. 

Nous avons alors le théorème suivant : 
Théorème 3.2.4. (W^ p .203) La métrique h G Met(E n ) est Einstein- 



Hermite si et seulement si elle est un point critique de la fonctionnelle 
M (h, k ). 

Nous définissons maintenant une fonctionnelle intermédiaire qui va nous 
permettre de définir la deuxième fonctionnelle de S.K Donaldson construite 
à partir de M. 

3.2.2 La fonctionnelle Norm-^(f3) 
On peut définir la fonctionnelle Norm^ tùJ {f3) : 

Norm-piP) ■ Met(E n ) — > R* + 

h i — > Norm h)UJ ((3). 

Si h, k G Met(E n ) sont telles que detE n (h) = detE n (k), Norm,h^{(5) vérifie 
(cf. p. 239 (19)) : 

Norm htUJ (P) = Norm ktUJ ([3) x exp -*-( / R 2 (h, k)), (3.1) 

8vr Jx 
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avec (3 fixé dans le fibre L (cf. p. paragraphe [O]). En fait si h, k G 

Met(E n ), on a 

in îw^ =( ^y x incie ^ (A; ^)+^ m(m) ' (3 - 2) 

où x( n ) est la caractéristique d'Euler-Poincaré de E n . Tout comme M elle 
permet de déterminer les métriques qui sont Yang-Mills Hermite. En effet on 
a la proposition suivante : 

Proposition 3.2.5. (cf. [îl\]) Soit E n un fibré holomorphe sur X . Soit ko G 
Met(E n ) fixé. Une métrique de E n est Yang-Mills Hermite si et seulement 
si elle est un extrémum de la fonctionnelle Norm_^{f3)- 



3.2.3 La fonctionnelle M. 



La formule [3.1| va nous permettre de définir la fonctionnelle de S.K Don- 
aldson. En effet nous avons alors : 

ln(Norm h ,M) = \n{Norm k , w {(3)) + [ lnde^ÀT 1 /^ + ^~M(h, k). 

2r J x 87T 

(3.3) 

Définition 3.2.6. Nous définissons la fonctionnelle de S.K. Donaldson par 
M : Met(E n ) — > R avec 

h .— ln(Norm h> M) - ^ / \ndet En (k^h)u. 

* r Jx 

Nous rappelons que k est la métrique que nous avons fixée dans Met(E n ). 
Nous avons également : 



Théorème 3.2.7. p .203) La métrique h G Met(E n ) est Einstein- 

Hermite si et seulement si elle est un point critique de la fonctionnelle A4. 

Remarque . 



1. Dans le paragraphe |5.1| nous montrons que : V7i G Met(E n ) , 
M(h) = -ldet Wn o L n (h) - ^kn n {h) + -r h {X, E n ). 
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3.3 Fonctionnelle sur Met(W n ) : Construction 

de JCAf n 

On choisit un isomorphisme A. dim<yWn \W n ) = C. Ceci revient à définir un 
déterminant detw n sur W n . 

Nous notons p n , la dimension de W n . Soit E n un fibré holomorphe sur X. 



3.3.1 Rappels 

On se référera à 1113 ou [E01 ou HIU 



Soit V un espace vectoriel complexe de dimension finie sur lequel agit un 
groupe connexe réductif G. Soit K un sous groupe compact de G. On fixe 
une norme || || sur V de telle sorte que l'action de K sur V préserve cette 
norme. 

Soit v & V. On étudie la fonction : 



Pv{g) = \\g-v\\ V^gG. 

Pour mémoire, notons que cette application est reliée avec la notion d'appli- 
cation moment cf. ||29|| . On a le résultat suivant : 

Théorème 3.3.1. [TV^ J Tout point critique de p v est un point où p v atteint 
une valeur minimale. Si p v atteint une valeur minimale alors, 

1. L'ensemble M où p v atteint cette valeur est une seule classe KgG v G 
K\G/G V . 

2. La variation au second ordre de p v en un point de M dans toutes les 
directions non tangentes à M est définie positive. 

On a également la définition suivante : 

Définition 3.3.2. 



v est semi-stable <^=^> n'est pas adhérent à l'orbite Orbo{v). 

Si v est semi-stable, on a : 

v est stable <^=^> dimG(v) = dimOrbo(v) 

Orbc(v) est fermée . 

Prenons G = SL(p n ) le théorème suivant relie la fonction précédente avec 
la stabilité : 

Théorème 3.3.3. (cf . jl^/j le vecteur v est stable <^=^> p v atteint une 
valeur minimale. 
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3.3.2 Construction sur E n de kZM ala 

Nous voulons construire une fonction qui permette de repérer les fibres 
stables. Pour cela nous utilisons les résultats donnés le paragraphe [L3] pour 
établir le lien entre le fibré (E n , h) et un espace de dimension finie V = A 2 C Pn 
sur lequel nous pouvons repérer les points stables sous l'action d'un groupe 
G = SL(p n ) grâce à la construction de la fonction p v , v G V. 
Nous supposons que deg E n > d où d est défini comme dans le théorème 
1.3.5| p. [L5|. Nous posons W n = H°(X, E n ). Notons p n = dim W n . Nous avons 
également Met{W n ) = GL(W n ) /U(W n ). 

En utilisant le paragraphe |1.1| , on a alors le morphisme induit : 

<p : O x ® W n — > E n — > 0. 

avec : 

V^i eX, <f Xi : Xi ®W n — > E ntXi — »■ 0. 

Nous rappelons que nous nous limitons au cas où rg (E n ) = 2. 

Nous pouvons exprimer E n>Xi comme un quotient de dimension deux de W n , 

c'est à dire comme un élément de Grass(2, W n ). De plus SL{p n ) agit sur 

Grass(2,W n ) de façon évidente. 

Considérons le plongement de Plùcker : 

Grass(2 } W n ) — > ¥(A 2 W n ), 
E = Vect{ei, 1 — >■ [ei A t<i\ (nous avons identifié W* à W n ). 

Ici E n>Xi G Grass{2, W n ) et E n , Xi possède une structure hermitienne h Xi . 
Prenons {ei, e?) une famille libre de A 2 W n telle que {ei, e%} soit une base de 
de E n ^ Xi /ia; r orthonormée. Considérons également une famille libre {^1,^2} 
de A 2 W n telle que {^1,^2} soit une base de E n ,Xi fc 0a ,.-orthonormée. On a 
alors : 

/ < e 1 ,v 1 > k < e 2 ,v 1 > k 
e i A e 2 = 1 1 l'i A v 2 

\<e 1 ,v 2 >k 0x . <e 2 ,v 2 >k 0x _ 



< H x .ei,V! > hx . < H Xi e 2 ,vi > hx .\ . , t ra 
tt tt ) Vi A v 2 (cf. p. 32 

<H Xi e x ,v 2 > hx . < H Xi e 2 ,v 2 > hx J 1 F ° 

= det H Xi .det(P e>v )vi A v 2 

E n x . 

= det k^h xv det(P e:V ).Vi A v 2 . 

Alors detE„ . h Xi .det(P e v ) .v\ A v 2 correspond au relevé dans A 2 W n de 
[ ei Ae 2 ] e¥(A 2 W n ). 
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Remarque . Ceci est indépendant du choix des deux bases {ei,e2} et 
{^1^2} pourvu quelles soient /i^-orthonormée et ^.-orthonormée. Remar- 
quons également que l'action de g G Sl(p n ) se traduit par la modification de 
H Xi en g.H Xi . Il existe alors h x . telle que g.H x . = k$ x h x . 

Maintenant faisons la même construction mais pour N points. Soient 
xi, . . . ,xn, N points, sur X avec N > s(deg E n ) où s comme défini dans 
le chapitre [0| . Considérons les morphismes tp Xi associés à chacun de ces N 
points, nous avons alors : 

E n>xi x ... x E n , XN e fi Grass(2, W n ). 

i=l..N 

Considérons ensuite les N plongements de Pliicker on a alors : 

JV 

Il Grass(2,W n ) — J](PA 2 W n ), 

Xi£X i=l 
i=l..N 

et SL(p n ) agit sur chacune de ces variétés. Nous notons Z, la variété 

J] Grass(2,W n ), 

Xi£X 
i=l. .N 

comme nous l'avons fait dans le chapitre |1.3| . Nous avons remarqué, au 
chapitre OL que les points stables (ou semi-stables) de l'espace 1Z (cf. définition 



1 . 3 . 2| p. HJ) correspondaient aux points stables (ou semi-stables) de Z. Cette 
fois-ci le travail de G. Kempf et L. Ness permet de caractériser ces points 
particuliers non pas dans 1Z mais dans riili(^ 2 ^n)- A chaque point E n>Xi , 
i = 1..N on peut associer un élément 

det kû 1 h xr v 1 A v 2 G A 2 W n . 

Nous identifions maintenant W n avec l'espace hermitien C Pn muni de sa base 
canonique {ex, e 2 , s Pn } en posant E\ = V\ et e 2 = v 2 . Nous appliquons 
maintenant les résultats de G. Kempf et L. Ness. 

Dans notre situation nous avons G = SL(p n ), K est tel que K c = G c'est à 
dire K = SU{p n ) et V = A 2 C Pn . On munit V de la métrique usuelle || \\v 
qui est U (p n )-invariante. De plus 

N N 

lnT\\\ det kô*h Xi .Vi A u 2 ||v = Y^ln det k^h Xi . 

1=1 1 1 = 1 

Nous obtenons alors : 
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Proposition 3.3.4. Soit JCM al9 la fonctionnelle de G. Kempf et L. Ness 
algébrique définie par : 

N 

\/g E SL(p n ), JCJ\f al9 (h,g;x 1 ,x 2 ,...x N ) = Y^lndet g.k^h x .. 

z — ' E nx . "t 

i=l 

Elle coïncide avec l'application p v définie p\3Q avec V = YliLi A 2 Cf n ; G = 
SL(p n ). 

Remarque . 

1. Dans le paragraphe suivant nous définissons une fonctionnelle plus 
générale que nous noterons KN définie à partire de 

K-A/^m) = iln(dfit)(m) - ^ / ln(det I n (m))dfi, 
Z Wn Zr J x E " 

avec m G Met(W n ) et où \i sera une mesure sur X. De plus on aura : 
}CAf al9 (h,g;x 1 ,x 2 ,...x N )=ICN 5 ^ + - +5 ^(I n (m)), 

avec ô Xl + . . . + ô XN = fi et I n {m) = h . 

2. Le fibré E n sera donc stable si 1CN alg {h, g; X\, x 2 , ...xn) atteint une 
valeur minimale lorsque g décrit Sl(p n ). 

3.3.3 Fonctionnelle de G. Kempf et L. Ness généralisée 



L'énoncé de la proposition |3 .3 .4| nécessite un nombre fini de points x\, x 2 , 



avec N > s(degE n ). Nous allons généraliser la fonctionnelle K,M als ', en som- 
mant non plus sur un nombre fini de points mais sur X tout entier. Pour 
toute mesure /i sur X avec fi(X) = 1, on définit : 



kn£ : Met(E n ) — > R donné par : 

h i — > / ln(det h)fx. 
Jx En 



Nous rappelons que nous avons choisi un isomorphisme A d%m<yWn " > (W) = C. 
Nous posons : 

ldet Wn : Met{W n ) — > R 

m i — ► Zn(det m) . 

Nous avons alors une fonctionnelle de Kempf et Ness "généralisée" définie 
par : 
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Définition 3.3.5. 



O/^ : Met(W n ) — ► M définie par 

KM^ = \ldet Wn - ^kn» o I n . 

Si, d/j, est us ce qui sera notre cas, nous la noterons plutôt JCAf n . 



La proposition |3.3.4j nous permet d'obtenir le lemme suivant : 

Lemme 3.3.6. Soit m G Met(W n ). Posons h = I n (m). On a alors . 
/C/V^(m) est la limite (en adaptant les constantes) de ICAf al9 (h, g; xi, xn) 
lorsque N — > oo, pour une distribution convenable des points Xi,x 2 , ...x^. 



Cette fonctionnelle utilise la construction décrite dans le paragraphe |3. 3.4 . 
En effet, puisque nous voulons faire augmenter le degré du fibre E n , nous 
voulons, en fait, travailler avec des espaces Met(W n ) de dimension de plus 
en plus grande. De ce fait le nombre de points pour définir la fonctionnelle 
jçj\f al 9 es t l u i-aussi de plus en plus grand. C'est pourquoi nous avons choisi de 
définir la fonctionnelle KM n de cette façon. Nous avons ainsi les fonctionnelles 
qui nous intéressent. 
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Chapitre 4 



Relations entre les espaces 
Met{E n ) et Met(W n ) : quelques 
rappels 



Nous travaillons avec des fibres E n de rang 2 sur X de dimension complexe 
1 , mais les rappels donnés dans ce chapitre sont parfois donnés dans un cadre 
plus général. La relation entre Met(E n ) et Met(W n ) nécessitant la notion de 
torsion analytique, nous commençons par en donner une description. On 
pourra consulter CI] et ||11||. 



4.1 Fonction Zêta et Torsion analytique 

La torsion analytique est une version analytique de la torsion de Reid- 
meister, invariant topologique de deuxième ordre (elle généralise le volume 
d'une transformation linéaire). Ray et Singer l'ont introduite en 1971 dans 
3Î|. Beaucoup de travaux comme ||, 0,0, ont permis de mieux connaître 



cet invariant. 

Reprenons le cadre dans lequel nous nous situons. Soit X une surface de Rie- 
mann compacte ou de façon équivalente une courbe projective irréductible 
lisse sur C. Soit (E n , h) un fibré vectoriel holomorphe hermitien. Nous nous 
intéressons à l'étude de la torsion analytique pour ce fibré (E n , h). 



Soit la suite suivante : 



C° C 1 — > (4.1) 

avec C 1 = ïï°x(E n ). Ici 5 correspond à la partie (0,1) de la connexion de 
Chern de (E n ,h). 
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La suite précédente ( |4.1|) définit un complexe. Notons A^ q l'opérateur de 
Laplace ou Laplacien agissant sur C q défini par : 

A M = dd* h + d* h d. 

Nous avons alors : 

Définition 4.1.1. Soit (E n ,h) un fibré holomorphe hermitien sur X. La 
torsion analytique T h (X , E n ) est définie par : 

dim X 

r h (X,E n ) =2lnT h {X,E n ) = ]T (-1)^(0) avec 

q=0 

1 f°° 

Cfc,,(s) = Y(Â J o ^-Hriexpi-tA^P^dt. 

(on notera également (h, q par Ca^ pour préciser l'opérateur de Laplace). Ici 
P^ = 1 — P n où P n est la projection orthogonale pour h sur ker A^ q . 
De plus on a posé 

tr(exp(-tA ft) g)P n L ) = / tr(p t (x,x))d(vol(x)), 

Jxex 

où pt(x,y) correspond au noyau de la chaleur de exp(— tAh^P^ (cf. ci- 
dessous). 

Dans la troisième partie nous étudions les variations de cette torsion an- 
alytique lorsque nous faisons varier la métrique h du fibré holomorphe her- 
mitien (E n , h). 

4.2 Noyau de la chaleur 

On se rapportera par exemple à ||. L'opérateur A h>q = dd*h + d*hd est 
un opérateur elliptique et l'opérateur exp(— tA h , q )Pn existe et possède un 
noyau que l'on notera pt(x, y), avec x, y G X. Ce noyau s'appelle noyau de la 
chaleur. On sait de plus que exp(— tA/ l(? )P^ L admet un spectre discret dont 
les valeurs propres non nulles sont positives. On notera Ai la première valeur 
propre et Xj j > 2 les autres. A ces valeurs propres, on peut associer une 
base hilbertienne, formée de sections propres correspondantes que l'on note 
ipj G C°°(X, E n ). Le noyau de la chaleur est donné par la formule suivante : 

Ptfay) = ^2exp(-t\ j )tfj j (x) ® ij*(y). 

m 

Remarque .(cf. ||) Le noyau de la chaleur a les propriétés suivantes : 
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1. Pt(x,y) e C°°(]0,oo[xX x X, Hom(E, E)), 

2. (£+A h , q ) Pt (x,y) = 0, 

3. pt{x,y) — > ôy si t — > 0, 

4. p t (x,y) =p* t (y,x). 

Nous utiliserons par la suite pour t proche de zéro un développement asymp- 
totique du noyau de la chaleur. Si nécessaire nous indiquerons l'opérateur en 
question. 



4.3 Fibres en droite particuliers sur A : métrique 
de Quillen 



Soit E n un fibré sur X de degré zéro. On consultera |LÔ| et [PU - 
Sur A, on considère la forme définie (cf. [22|) par : 



u A (a,b) = -— I tr(a A b). 



x 



Soit D G A, on considère le fibré en droite sur A défini par : 

L D = X max (Kerd D )* <g> A rnax (Kerd* D ). 



L est un fibré holomorphe appelé fibré déterminant (cf. |3"0fl). Nous allons 
maintenant expliciter une métrique f) hermitienne bien particulière définie 
par D. G. Quillen (cf. pÔ|). Pour cela considérons un autre fibré défini sur A 
que l'on notera £ définit comme suit : 

Soit a > 0, soit U a l'ouvert de A ne contenant que des connections D telles 
que a ne soit pas valeur propre de l'opérateur de Laplace d^d^. Au dessus 
de U a nous avons le sous espace propre des valeurs propres de B* d Bd corre- 
spondant au valeurs propres À < a noté 7i+ et le sous espace propre de ÔDd* D 
défini de même pour a > X et noté TC~. Sur U a on définit donc : 

C = A max H+®A max {H-)*. 

Sur U a , C\ v est muni d'une métrique L 2 naturelle, notée | . | a . Pour "recoller" 
ces métriques on les modifie en les multipliant par le déterminant régularisé 
de l'opérateur de Laplace c.-à-d. H a \ a = exp(— Ca d (0)) ou -V désigne une 
valeur propre de l'opérateur de Laplace Ad = dod* D + d^doici. paragraphe 
O). Il existe un isomorphisme canonique entre L et £*(cf. |ÏÏJ). On définit 



alors 
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()(.,.) = \.,.\ a .exp(-C A (0)). (4.2) 

C'est la métrique de Quillen du fibre L. Elle a pour courbure — 2i7ru;^(cf. 
U[ ). Cette métrique reste valable si le degré du fibré E n est quelconque. 



L'isomorphisme entre L et C* et en particulier la formule [472] nous per- 
mettent de munir le fibré holomorphe L d'une norme faisant intervenir la 
torsion analytique . En effet, on a le résultat suivant : 



Théorème 4.3.1. f^Tl\j) Soit E n un fibré sur X . Il existe n tel que pour 
n > no on ait : 
V7i G Met(E n ) 

Norm h , u {p) = (det(L n (/i)))5 x T h (X,E n ) (4.3) 



avec T h (X,E n ) la torsion analytique qui est définie au paragraphe \4-l\ . 

Cette norme sur L nous permet de détecter les métriques hermitiennes 
Yang-Mills en regardant les extrémas de la fonctionnelle suivante : 

h — ► Norm h ^(0) 

avec 13 un élément du fibré en droite L. Ce résultat est le premier pont que 
l'on peut faire entre Met(E n ) et Met(W n ). Dans notre situation par l'étude 
du terme T p (X, E n ) et grâce aux deux morphismes L n et /„, nous obtiendrons 
divers résultats résumés dans le chapitre suivant. 
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Chapitre 5 

Relation entre les fonctionnelles 



Nous rappelons que Met(E n ) ne dépend pas de n (cf. |]). 

Définissons la variété banachique Met(E n , C 4 ) : nous fixons une métrique 
lisse de référence notée k , l'espace Met(E n ,C 4 ) est l'espace des métriques 
h, telles que h = k H avec H G C 4 (End(E n )). Sur Met(E n ,C 4 ) on définit 
alors une distance notée d(., ■) L\{Met{E n )) définie par : 

V/i, k G Met(E n , C 4 ) d(h, k) L 2 (Met(En)) = d{k^% K l k) L 2 {End{E)) . 



5.1 Enoncés des résultats 



On a le résultat suivant (pour les notations cf. p. [4(] et p. [35|) : 
Théorème 5.1.1. Soient h ,hi G Met(E n ). On considère le chemin 

h(u) = uh\ + (1 — u)h Q 

avec u G [0, 1]. Alors : 

Vt > 3n , Vn > n , 

d VI 7Z ) I 

|( + ^L2fcn n - -ldet Wn o L n ))(/i(«))| < e. 

au 2r 2 

Remarque . Si det{h u ) = 1, alors ^rkn n = 0, d'où le théorème donne avec 
les mêmes hypothèses : 

\{^{M- l -ldet Wn oL n )){h{u))\<e. 



La preuve de ce théorème est donnée p. [Ï3| Le second théorème va relier 
en fait les fonctionnelles M. et KLJ\f n . Pour un n donné, on peut écrire la 
fonctionnelle M. sous la forme : 
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Lemme 5.1.2. 



M{h) = -ldet Wn o L n (h) - *±-±kn n (h) + -r h (X,E n ). 



Démonstration . En effet d'après le théorème [4.3.1| (p. [44|) on a : 



Norm h ^({3) = (det L n {h)) * x T h (X, E n ) 

w n 

\n{Norm K M) = ln ((det L n (/i))ï x T h (X, E n )) 

w„ 

\n(Norm h)LU ((3)) = -ldet Wn o L n + ln{T h {X, E n )) 
ln(Norm h ^((3)) = -ldet Wn o L n + -r h (X, E n ), [5.1] 



par définition de ldetw n et par définition de la torsion analytique p{42. 
Vu la définition p. [33] de M. et en utilisant l'équation |5.1| , on a : 



i vin) r 1 

M(h) = -ldet Wn o L n (h) - ^ / \ndet(k^h)u; + -r h (X, E n 
En notant que 

ln det(kQ 1 h)to = kn n (h) 
x En 



(cf. p. |Ô), on a donc le résultat souhaité. □ 

Les deux fonctionnelles, M. et KH n vérifient les propriétés suivantes : 

1. les points où M. atteint son minimum correspond aux métriques du 
fibré holomorphe E dont la connexion de Chern est Yang- Mills. 

2. Si E n est tel que fCJ\f n atteint un extrémum alors E n est stable. 

Nous voudrions "comparer" les points où les extréma de lCM n et M. sont 
atteints. Soit n G N, soit h G Met(E n ) alors : 

KJ\I n oL n (h) = kn n oI n oL n (h) + -ldetw °L n (h) (d'après la déf. 13.3.51 p. 

2r 2 



et 

M(h) = -ldet Wn o L n {h) - ^-lkn n (h) + -r h (X,E n ) 



(d'après le lemme |5.1.2| ci dessus). On a donc : 



/CAf n o L n (h) -M(h) = ~^-kn n o I n o L n {h) + 4^-kn n (h) - K h (X, E n ). 
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On utilise la définition de kn n (cf. p.HDI) et on obtient : 



(JCN n oL n -M)(h) = -*P- [ \ndet(h- l I n L n (h))u-lr h (X,E n ). 

(5.2) 

Le théorème suivant relie KAf n o L n et A4. 
Théorème 5.1.3. VTi, k G Met(E n , C 4 ) 3C G R + 

\M(h) - JCAf n o LJh) - M(k) + fCM n o LJk)\ < -. 

n 

Considérons maintenant U un compact convexe dans Met(E n , C A ). On en 
déduit alors, pour n assez grand que si m est un extrémum de JCJ\f n \i n (u) alors 
m est approximativement l'image d'un minimum local de A4. En particulier, 
si le minimum de Yang-Mills est contenu dans U alors pour n assez grand, 
le minimum de KAf n \L n (u) correspond approximativement au minimum de 
Yang-Mills. Plus précisément on a le corollaire suivant : 
Théorème 5.1.4. Soit E n unfibré stable sur X . Soit U un compact convexe 
donné de Met(E,C 4 ). Supposons que hyu, la, métrique de Yang-Mills (elle 
existe car E n est stable), appartienne à U. On a alors : 

Ve > 3n v , Vn > nu, 

il existe m extrémum de KAf n \L n (u) e ~k 

d(h Y M,cI n (m)) L 2 {Met{En)) < e, 

avecc= 2(1 + 0(1)). 

5.2 Résultats de la troisième partie utilisés 

Nous donnons ici de façon synthétique les deux résultats qui seront démontrés 
dans la troisième partie. 

5.2.1 Résultat 1 (cf. th. g^T| ) 

Théorème 5.2.1. Soient h ,hi G Met(E n ). On considère le chemin 

h(u) = uh\ + (1 — u)ho 

avec u G [0, 1]. On considère la famille (E n , h(u)) n& N de fibrés holomorphes 
hermitiens sur X. Alors : 

^ m (X,E n) =0(\). 
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Remarque . On peut remarquer notamment que si on se place sur un com- 
pact convexe U de Met(E n , C 4 ), alors ce résultat est uniforme en h G U et 
h e U. 



5.2.2 Résultat 2 (cf. th. PTTfl 

Nous notons par la suite pour a G M, 0(-\) les matrices dont les co- 
efficients appartiennent à C°°(X, E n ) et sont comparables, en norme C°, à 



j_ 

n" 



Théorème 5.2.2. (cf. pour les notations p. [55p 
Soit (E n , h) un fibré hermitien sur X on a : 

h-H^h) = ^(R c (O x (n)Id Eo - Rc, h (E )Id Oxi n) + rId En ) + O(^). 
Ici r est une fonction ne dépendant que de X (cf. formule |<j?.^| p. \7^ ). 



5.3 Exemple 



L' exemple choisi illustre d'une part le résultat du théorème |5 . 2 . 1| , et 
d'autre part permet un calcul de A4. Dans ce cas particulier, la fonctionnelle 
A4 est linéaire et donc ne présente pas d'extrémum car le fibré choisi est 
instable. 

Soit P 1 muni de la métrique de Fubini Study. Si on se donne le fibré suivant : 

^ = Ppi(i)eOpi(-i), 

On a alors 

E n = P i(l + n) © CV(n - !)■ 

On considère h(u) un chemin de métriques de E de la forme exp(u)ho fl (i) © 
exp(— u)ho pl (-i), alors t^ u )(X, E n ) est indépendant de m, car 

1. A Eo = Ao (i)©Ao (_i), donc les valeurs propres de A Eo sont indépendantes 
de u de même pour A En , et de même Rh( u )(E n ). 

1 ' 
-1 



2. tra = 0. Ici a = h^duhu 
On obtient de plus que : 



d 2 ' f 

—M{h{u)) = -± J tr(aR h{u) E n ) = ci(0 P i(l)) = 1. 
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Donc Ai est linéaire (on constate d'ailleurs l'instabilité de Eq). De même on 
remarque que si on a écrit h{u) = exp(u)ho rl (i) ffi exp(— w)/io pl (_i) 

ldet Wn (L n (h(u))) = u.dimH°(X,E n+1 ) - u.dimH°(X, £ n _i). 

Cette fonctionnelle ne présente pas non plus d'extrémum car elle est linéaire. 
De plus 

—ldet Wn (L n (h(u))) = 2. 
du 

Donc cet exemple illustre le théorème |5.2.1| , de plus il permet de vérifier les 
signes utilisés. 

5.4 Preuves 



5.4.1 Preuve du théorème 15.1.1 



La démonstration du théorème 5.1.1 découle du théorème 5.2.1 et du 



lemme 5.1.2. 



Soient ho, h\ G Met(E n ). On considère le chemin h(u) = uh\ + (1 — u)h avec 
u G [0,1]. 



M(h(u)) = -ldet Wn o L n {h{u)) - ^kn n {h{u)) + -r h(u) (X, E n ). 
Donc 



d [M(h(u)) - l^det Wn o L n {h{u)) + ^-kn n (h(u))] 



1 d 



T~h{u)\X, E n ] 



du 2 du 2r 2 du 

Nous utilisons alors le théorème |5.2.1| qui nous donne le premier résultat 



(théorème |5.1.1 



5.4.2 Preuve du théorème 15.1.3 



Soit n EN, nous avons vu la formule |5.2| : 

(JCAf n oL n -M)(h) = -^- [ \nàet(h- l I n L n (h))uj- l -T h {X,E n ). 

ZT 1 J X En A 

Le théorème |5.2.2| permet d'écrire : 

/ lndet(/i~ I n L n h)uj = 

2r Jx E n y 

Xl " } ! \ndet(^-(R c (Ox(n))Id Eo -R c , h (E )Id 0x{ n) + rId En ) 
Jx E ™ n 



2r 



+ o(-)V. 



(5.3) 
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On rappelle que le fibre en droite Ox(n) est stable (cf. prop. [1.1. 3| p. |ÏÔD . 
Donc Rc(Ox{n)) = n.Ido x ( n )- On a donc : 



roi f 1 a ui^ d /-/n \w vrj Rc,h(E )Id Ox (n) rId En n ,l„ 

5J=^— / lndet((— R c {Ox(n)Id Eo )(Id En 1 \-0(—)} 

— 2r J x E n n z n n n z 

Cela donne : 



0=4^/ lrydet(^R c (Ox(n))Id Eo )cu 
— 2r J x E n rr 

[ \ a ±(ta R c,h( E o)Id 0x (n) rId En 1 

+ ^-y x ln t t(/ ^ n — + — +o( ^ )v - 



On a alors : 



I|=— — / lndet((l + -)/rf Sn + 0(— (5.4) 

2r J x En n n n 



L'équation |5]4] donne : 
X(n) /■ ln(1 + tr i?c,,(^o) 



+ 4^ r (l + ^)n j n (l + f,)n A (l + £)n J + °V^ 



et nous avons alors : 



ËJ " 2r 7 x tr (l + ^ + 4^ r (l + ^ j ^(i + r)„ A (i + y n ^ + ^ na ^ w - 
Nous avons : 

# //^ ïï r^feTOA^(E ))^o(l) 

X(n) /■ (tr ^(y ) ^ = 0( I ) . 



2r J x v (1 + £K n 

Il s'ensuit que : 



/ lndet(/i l I n L n h)u 
2r Jx E n y 
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Nous obtenons de même pour k G Met(E n ) 



2r 
2r 



lndet(fc 1 I n L n (k))tu = 

E„ 

\ndet(^R c (O x (n))Id Eo )uj + ^ 
x E n r\r 2r 



x 



Rc,k(E ) „, 1 , 
tr — ■ u + 0{ — 

n n' 



Notons que Rc(Ox(n)) est indépendant du choix de la métrique sur E n . 
D'où finalement : 



{ÏCM n oL n -M){h) 



{{JCM n oL n -M){k) 

X{U) - [ lndet(h- l I n L n (h))tu-l-T h (X,E n )) 
iJx E ™ 2 



2r 

2r 
X(n) 
2r 



[ \nàe%{h- x I n L n {h))u-~T h {X,E n ))) 
i Jx En ^ 



R c ,h{E ) , x{n 
tr — ■ uj + 



x 



2r 



tr — ■ u 



x 



n 



+ l Tk (X,E n )-±T h (X,E n ) + 0(^) 

X(n) X(") 11 1 

= —^ Cl (E ) + -^-c^Eo) + -n(X,E n ) - - Th (X,E n )+0(-) 
n n 2 2 n 

1 , 1 , „,L 



-r k (X,E n )--T h (X,E n ) + 0(- , 

Zi Zi T\i 



Or le théorème 5.2.1 donne 



Le théorème en découle alors. 



5.4.3 Preuve du théorème |5.1.4 

Nous utilisons le lemme suivant : 

Lemme 5.4.1. Soit E n un fibré stable sur X . Soit U un compact de MetiEn^C^ 
Alors il existe des constantes C±,C2 telles que : V7i G U 

C x .M{h) < d(h,h YM )l ï{Met{En)) < C 2 .M(h) 

Démonstration . Le point de référence est ici Hym- Nous pouvons supposer 
que detE n (/i) = det E n {hy m)- Posons h = hyMG s , où s est une section de trace 
nulle de End(E). Nous pouvons remarquer que les valeurs propres de s sont 
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bornées en normes C° car U est un compact de Met(E n ,C A ). L'inégalité de 
Sobolev donne pour s section à trace nulle (V^ est défini p.[Ti 



\s\\ L *(End(E n )) < ||V/,s||ri. (5.5) 



D'après |TT1 p. 242 on a : 3 C 3 > tel que 

IIVfcsHi, < C 3 .M(h). 
En combinant ce résultat et l'inégalité |5.5| on obtient : 3 Ci > tel que 

d(h,h Y M) 2 L 2 (Met{En)) < C 2 .M(h). 

De plus, comme U est compact de Met(E n , C 4 ), les valeurs propres de h Y l M h 
sont bornés en norme C°. On a également : 3 C4 > tel que 

M(h) < Gt||Vs||ia cf. Q p. 242 . 

d'où : 3 Ci > tel que 

M(h) < Ci.o?(/i,/iy M )i2 (Met(Sfi)) . 

□ 

Reprenons la démonstration du théorème |5.1.4| . Comme E n est stable, la 



fonctionnelle de Donaldson A4 admet une borne inférieure qui est l'image du 
point unique hyu indépendant de n. Comme U est compact )CJ\f n oL n admet 
un minimum sur U noté h KNn . On considère alors la suite (hKNn)n<=N- Soit 
k G U. Posons A = (A4 — JCAf n L n )(k). On utilise maintenant le théorème 



5.1.3| . On a alors : 

3C > , VheU 



\(M - JCAfn L n )(h) -A\<—. (5.6) 

n 



On obtient donc : Vn G iV 

(ICAfn L n ) (h YM ) - (ICAfn o L n )(h KNn ) = (JCAfn ° L n ) (h YM ) +A-M(h 

+ M (h KNn ) - (JCAfn o L n ) (h KNn ) - A + M (h YM ) -M(h 

Or h Y M est un extrémum de A4 donc : 

M(h YM ) -M(h KNn ) < 0. 



YM, 

KNn, 
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D'où en utilisant l'inégalité |5l1 : Vu G N 



2c 

\{fCJ\f n o L n )(h YM ) - (KJ\f n o L n )(h KNn )\ < — 

n 

Si on note h KN la limite de la suite(ou d'une sous-suite convergente) (h KNn ) neN , 
On obtient : 

M(h KN ) = M(h YM ) = 0. 
D'après le lemme 5.4. lj , on a donc : 

d(h YM , h KNn ) L 2 (Met(En)) — > quand n — > oo. 



De plus le théorème [5.2.2| donne : 

7T 1 

h^ N I n L n (h K N) = —^{Rc{Ox{n)Id Eo - R c ,h KN {Ea)Ido x ( n )) + °(^s! 
D'où si on pose L n {h,KN) = fnKN n , on obtient : 



7T jt 

hy l M I n (m KNn ) = —(R c (O x (n)Id Eo - R CthKN (E )Id Ox{n) ) + O(^). 



On définit alors c = ~(1 + 0(1)) tel que : 
\/e 3nu \/n > nu , 

d(hYM,C-In('nT'KN n ))Ll(Met(E n )) < £ - 

Ceci achève la démonstration. 
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Troisième partie 



Torsion analytique et sections 
"concentrées" 
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Introduction 



Dans la suite de cette partie, sauf mention contraire, E n désignera un fibre 
holomorphe hermitien sur X faisant partie de la famille {E n /n G Z} avec 
E Q qui sera un fibre de degré quelconque, de rang deux, et E n sera un fibré 
défini en tensorisant le faisceau £ associé à Eq, par le faisceau Ox{n). On 
effectue les calculs en coordonnées explicites pour obtenir des calculs précis. 
On choisit donc un système de coordonnées sur X noté z tel que z soit zéro. 
On pose 

R h {E n ) := R hyC {E n )dz A dz := R hyR (E n )dx A dy, 

avec 

Rh,R(E n ) = —2iR h ^ c (E n ). 

On choisit aussi un repère local holomorphe de E autour de z tel que dans 
cette situation on a pour z G X : 

R h ,c(E )(z ) = (g 1 °V (5.7) 

alors : 

«,„c(s„)(^(\ + " 4 ° +n )=ft „° 2 ). 

Cette troisième partie est la partie technique de notre travail . Les nota- 
tions, définitions des parties précédentes seront conservées. Cette partie se 
divise en deux sous-parties : 

- La première consiste en l'obtention précise de la variation de la fonction 
zêta lorsque l'on fait varier les métriques hermitiennes sur le fibré E n 
ce qui nous donne le résultat suivant : 

Proposition . ( cf. p. [75[ j Soient deux métriques hermitiennes h\ et h 
sur E n . On considère le chemin h(u) = uh\ + (1 —u)ho avec u G [0, 1]. 
Alors 

—T h (u){X,E n ) = J tr(aR h{u) {E n )) + J tr(ctP ft ). 

( On pose a := — *Ë T"*E n )- O n peut remarquer que, puisque la dimen- 
sion de H\X,E n ) est nulle pour n assez grand, nous avons le théorème 
de Riemann-Roch qui s'écrit pour un fibré (E n , h) avec n assez grand : 

dimH°(X } E n ) = [ tr(R h (E n )) + 2(1 -g). 

Ii-ïï J x 
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C'est pourquoi, de façon heuristique, nous pouvons penser, puisque 
tr(P n ) correspond à la dimension de H°(X, E n ), que 

lim —T h ( u ){X : E n ) 

n->oc du 

s'annule. Nous montrons, en effet, cela (cf. ci dessous). 

La deuxième vise à construire des sections holomorphes "concentrées" 
du fibre E n à partir de sections particulières. Cette terminologie, em- 
ployée, dans un autre cadre, dans |ÏÏJ , nous paraît adaptée à notre 



situation. Notons également l'utilisation de ce type d'outil dans |36 
Cette construction géométrique nous permet d'obtenir deux résultats 
intéressants dont l'un est, comme prévu : 



Théorème . (cf. p. \10îj) 



±r h(u) (X,E n ) = 0(-). 
du n 

Remarque . Après lecture d'une version préliminaire, P. Pansu a re- 
marqué que cette formule coïncidait avec la variation de la formule de 
S.K. Donaldson (cf. |TT[ou p. [P]), et que l'on pouvait assez facilement 
identifier le terme J x tr(aRh(E n )) (resp. f x tr{aP n )ui avec P n projec- 
tion orthogonale pour h sur W n ) comme correspondant à la variation 
de ln Norrrihuiifl) (resp. de lndet^ n (X n (/i)))(cf p. [74]). Cette remarque 



permet, en s'appuyant sur la formule de S.K Donaldson |]TT |, de se lim- 
iter à la lecture du chapitre huit (qui cependant utilise des résultats 
du chapitre sept) dans cette troisième partie pour la démonstration du 
théorème f5.1.3| . Cependant, g cette remarque, nous obtenons, en 



fait, une nouvelle démonstration de la formule de S. K. Donaldson [11 



que nous exposons dans les chapitres six et sept. L'utilité de ceux-ci 



réside dans le fait que l'énoncé de S .K . Donaldson [H] ne s'applique 
qu'aux fibrés de caractéristique d' Euler nulle ; notre démonstration est 
valable en degré quelconque. 

L'approche géométrique de la deuxième sous partie, nous permet également 
de mieux analyser le "passage" de Met(W n ) à Met(E n ). Ainsi, le 
dernier paragraphe bénéficie de la construction précédente pour obtenir 
un résultat sur I n oL n (h) en fonction de la courbure de (E n , h) qui nous 
permet d'obtenir le second théorème : 



Théorème . (cf. p. \109j ) Soit (E n , h) un fibre hermitien sur X , on a : 



7T 1 

h-H^h) = —{Rc{O x {n)IdE -Rc, h {Eo)Ido xi n) + rId En ) + 0{—] 
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(ici r ne dépend que de X).De plus cela est vrai uniformément en h G 
Met{E,C A ). 

Ces deux résultats achèvent les démonstrations des théorèmes et 
15X3. 
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Chapitre 6 



Etude de la variation de la 
torsion analytique de {E n , h) 

Les notations sont celles du paragraphe |4.1.1| . 
Nous donnons, dans ce premier paragraphe, un résultat préalable utile au 
calcul de £T h(u) (X,E n ) . 

6.1 Variation du Laplacien Ah, q le long d'un 
chemin h(u) 

Soient deux métriques hermitiennes ho et h\ sur E n . On considère le 
chemin h(u) = uh\ + (1 — u)ho avec u G [0, 1]. 

Nous reprenons les notations du paragraphe |4.1.1| .Nous posons a := — *]f ^* e„ . 
Nous avons alors la proposition suivante : 

Proposition 6.1.1. 

— [-tr(exp(-tA Mtt)) i))] = t.tr((da*d* u + dd:a)(-ex P (-tA h(u)A ))) 
Démonstration . Etudions tout d'abord les variations du Laplacien 

Ah{u), q = dd* u + d* u d 

sur C q (cf. paragraphe |4.1.1|) en fonction des variations de celle de (E n , h(u)). 
Alors (cf. paragraphe |2l]) : 

d\ = ~ *E n * B *E n ■ 

Mais *E n * et *e„ dépendent des métriques choisies. Cependant comme 

*E n **E n = este 
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on obtient : 

d d 



On pose 



-î d , * rf -î 



On obtient alors, puisque d est invariant par changement de métrique : 

cm du 
= a*d: + d* u a 



= B Tu B: + Tu B:B 

= da*d* + dd* u a + a*d*d + d*ad sur C q . (6.1) 

On utilise alors la proposition suivante : 
Proposition 6.1.2. (cffiiïj) 

—tr(exp - tk h {u), q ) = -t.tr(À h ( u ) >q (exp - tA h ( u ) >q ) 



avec A h(uU = £A h(uU 
(ici q = ou q = 1). 



Si q = 1 on obtient d'après l'équation |TT 



j-A/^y = <9a*<9* + <9<9>. 



Ceci et la proposition |6.1.2| achèvent la démonstration de la proposition |6.1.1 
□ 

Remarque . Si q = on obtient 

^-A/,( tt ) ig = a*d* u d + d* u ad. 

Remarque . On pose 

h(u) = h H u , 
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avec (0, = {H u <t>^) ho = (<j),H u ^) ho , où 0, ^ G C°°(X, A°'°T*X ® £„) 

ou 0,-0 G C°°{X, A X T*X <g> £„)■ Soient r? G C°°(X, A°'°T*X <g> f? n ) et C G 
C°°(X, K^T*X <g> E n ). On calcule alors : 



/ (^C,ïï)m«) = !• / (C,d V ) h(u) = [(H u (,d V ) 

Jx Jx Jx 

= [ (d*(H u (), V ) h0 
Jx 

Jx 



D'où : 
Comme 
on a : 

donc 

On en déduit 



H U H U 1 = /, 



d'où 



— <9* = -if u 1 —H U .H U 1 8qH u + i7 u 1 8qH u H u 1 -^ H u- 
Posons /S = -H~ 1 -£H U alors : 

= -p.H^d*H u + ff- 1 ^^ = srj - (3.d* u . 

On remarque alors que : 

(5 — a et surtout a* = — /3. 

On a également 

fc („)-^M«) = iÇ 1 ^ = -a. 



(6.2) 
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6.2 Opérateurs de Hilbert-Schmidt et opérateurs 
bornés : Reformulation de ^r^ u \(X,E n ) 

On se propose, dans ce paragraphe, d'étudier la variation de la torsion 
analytique par rapport aux métriques mises sur E n , avec n assez grand. Soient 
deux métriques hermitiennes hi et h Q sur E n . On considère le chemin h(u) = 
uhi + (1 — u)h avec u G [0,1]. On reprend les définitions du paragraphe 
f4.1.1| . On a alors : 

d d 9=1 d 1 f°° 

— Th(u) (X,E n ) = — ^ t s - 1 tr(exp(-tA Mu) , g )P n ± )dt]]| s=0 

d d i r°° 
d i d r°° 

= "S'êMÂT /„ '- 1 ([fexp(- f A M „ ) , 1 )P-]) (i t] l „ 

d 1 f 00 ^ 
= "S'êM 7. i " 1 ( S [trexp(- ( A Mu) , 1 )P- ])*],„„. 



Nous supposons n assez grand. Le noyau de tr exp(— tAh( u ),i) est alors réduit 
à zéro, donc -P^"(cf. définition [4.1. 1| ) correspond à l'identité, nous omettrons 
alors l'écriture de P^ dans le terme tr exp(— tAh( u ),i)Pn- 
Proposition 6.2.1. On a 

d d 1 f°° d 

^r h(u) (X,E n ) = Ts [ W) J o f[tra-(exp(-tA Mu) , 1 )) 

+ tra*^exp(-tA h(u)fi )P^)]dt] ls=0 . 

Démonstration . Nous avons par définition 
d d 1 f°° d 

Tu r Ku) (X,E n ) = --l W) ^ i »-'(^[trexp(- t A M „ ) , 1 )])*]|..„. 
Nous utilisons la proposition |6.1.1| . On doit donc étudier la quantité : 
A[_ tr (exp(-tA Mu)jl ))] ^t.tr((9a*d* + dd*a*)(-ex V (-tA h(u)>1 ))). (6.3) 

Nous allons pour cela utiliser les propriétés de la trace pour commuter des 
opérateurs particuliers. Remarquons maintenant le fait que 1 'opérateur de 
Laplace permute avec l'opérateur d et son adjoint d* : 
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(ici q = ou q = 1). 

De plus les opérateurs considérés sont Hilbert-Schmidt c'est à dire : 

Définition 6.2.2. Soit J un opérateur sur un espace de Hilbert T muni 
d'une base hilbertienne orthonormale (e^. J est un opérateur de Hilbert- 
Schmidt si et seulement si 



2 

h. s 



\\ Je i\\T = ^ \ (J e ii e j)T\ 2 < OO. 



h3 



On a également la propriété suivante : 

Proposition 6.2.3. (j^) Etant donnés un opérateur de Hilbert-Schmidt J 
sur T et un opérateur borné K sur T on a : 

tr(JK) = tr(KJ). 

On applique cette propriété à l'opérateur exp—t^Ah( u ),i qui est de Hilbert 
Schmidt et à Ah{u),\da*d* exp —t^Ah( u ),i qui est un opérateur borné. On 
étudie donc les deux quantités suivantes qui proviennent de 



tr(da*d:exp(-tA h(u)A )), (6.4) 

tr(dd*aexp(-iA Mu)il )). (6.5) 

On effectue le calcul pour |6]4], 1' autre s'obtenant de la même façon. 

O = tr(exp(-^A ft(u)jl )(â a *â:exp(-^A h(M))1 )), 

= tr(a*<9* exp -tA h(u)A d), 

= tr(a*d* u dex P (-tA h{u)fi )P^). 



De même on obtient : 



1|) = tr(add*exp(-tA h(u)tl )) 



D'où finalement : 
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t.tr(a*<9*<9 exp(-tA h(u)fi )P^) + t.tr(a<9<9* exp(-tA /l(u)il )). 



On obtient donc (cf. remarque p. ^9]) : 



— [-tr(exp(-tA /l(u)i i))] 

t.tr(a*(d* u 8 + ddl) exp(-tA h{u)fi )P^) + t.tr(a(d* u 8 + BEQ exp(-tA h(ll)jl )) 

d d 
t.(tra* — (exp(-tA h{u ) fi )P„) + tra— (exp(-iA ft ( tt ) i i))). 



Ceci achève la démonstration de la proposition 3.2.1. □ 



6.3 Etude de de £r h{u) (X, E n 



Nous reprenons avec les notations données p. p3 : 



d 

du 



d i r°° d 
r h{u) (X,E n ) = - d - s ïf^)J o t^ 1 .t.[W-(exp(-tA Mu) , )P n J 

+ tra— (exp(-tA/i( M ) ) i))]dt]| s=0 . 



Nous posons, pour alléger les notations : 

A- = -f-Th( u )(X, E n ). 

Soient e > et M > 0, nous allons étudier dans ce chapitre la quantité 
A e ,M décrite ci-dessous. Comme A correspond à A 0jOO nous en déduisons une 
écriture simplifiée de A qui sera exploitée au chapitre suivant. En effet, nous 
obtenons la proposition suivante : 

Proposition 6.3.1. 

A = —r h (u)(X,E n ) = ^(tra*$i(x,x; A /l(u ) i0 )+tra$i(x,x; A h(u)il ))-tr(a*P„), 



où $i est défini p. Wl 
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On commence d'abord par intégrer par parties la quantité : 

d 1 f M d d 

A,m ■= ^f(s) J t s tra*(— (exp(-tA MM)i0 )P^) + — (tra(exp(-tA /l(M)jl ))rft]| s=0 . 



d 1 f M d d 

€ ' M = ds^T(s)J tStm *(^( ex P(- tA ^(«),o)^) + ^( tr «(exp(-tA Mu)jl ))rft]| s=0 

= ^[f^) [tStm * (eXp( " tAft(u) ' o)jP " ±) + tr «( ex P(- tA M«),i))]f]|-o 

/M 
t s - 1 [tm*(exp(-tA Mu)i0 )P n ± ) + tra(exp(-tA Mtt)i i))]t% =0 



d 1 ' ;; 

dsT(s) S 

Al,e,M + A 2) e,M 



Dans cette étude, en ce qui concerne les notations, le deuxième et le troisième 
indice indiquent les bornes d'intégration ordonnées. Nous montrons dans le 
paragraphe suivant que : 

lim Ai o,oo = 0, 

s — >0 

le terme A 2 , e ,M sera étudié en utilisant un développement asymptotique du 
noyau de la chaleur. 

6.4 Etude de A\^ M 

Proposition 6.4.1. 

lim Ai o oo = 
Démonstration . On rappelle que 

lim — !— = 

«-o T(s) 



et que 

Ai, € ,m = ^[^[t s tra*(exp(-tA Mu)i0 )P n ± ) +tra(exp(-tA Mu)jl ))]f]| s=0 . 

Nous avons alors : 

- lim^o r(j)t s (tra*(exp(-tA Mu) ,o)P n ± ) + t s tra(exp(-tA h(u)A ))) = 

- On a également : 

^( i hm[ î ^-y[t s W(-exp(-tA h(u)i o)P n ± ) + * fl tra(exp(-iA h(tt))1 ))])| a=0 = 0. 
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En effet la proposition suivante nous permet l'étude du terme 
^Lim[|^y[t s tra(exp(-tA Mu)i i))]| s= o. 

Proposition 6.4.2. (cf.ffl) II existe L > tel que : Vt > L 



exp(-tA/ ï(u)>1 ) ||^< c(£)e 



1 2 



où Ai correspond à la première valeur propre non nulle de l'opérateur 
Afc( u ),i . 

Ici || . ||; désigne une norme C l sur les sections C l du fibré E n et c(l) 
une constante dépendant de l. 

Donc le terme Lzm[p^[t s .tra(exp(— tAh( u ),i))] est nul. Il reste alors le 
terme : 

T ^[^T^[tra*(exp(-MA Mu)i0 )P n L )]| s=0 . 
On utilise la proposition suivante : 

Proposition 6.4.3. (cf.jj^J) il existe L > tel que :\/t>L 

|| exp(-tA /l(u)ï0 )P n J ;i ||f< c{£)e^ 
où Ai correspond à la première valeur propre non nulle de l'opérateur 

Ah(u),0- 

Ici \\ ■ \\i désigne une norme C l sur les sections C l du fibré et c(l) une 
constante dépendant de l. 

On obtient alors de la même façon : 

^^[ f ^-M s [tra*(exp(-MA Mn)i0 )P„ ± )]]| s=0 = 0. 



□ 



6.5 Etude de A 2a m 

Par définition, on a : 

-M 



d 1 f 

A 2 ,e,M = ^[f^y s J ^ _1 [tra*(exp(-tA /t(M)i0 )P î ^)+tra(exp(-tA /l(u)i i))]rft]| s= o 
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Posons 

h,e,M 



F 

S 



j-rs J t s " 1 [tra*(exp(-tA Mu)i0 )P n ± ) + tra(exp(-tA h{u)A ))]dt 

pM pM 

J t s -Hra*(exp(-tA h{u)fi )P^)dt + — j t s -Hra(exp(-tA h{u)jl ))dt 



— l2,e,M,0 + l2,e,M,l- 

Etudions chacun de ces termes. 



6.5.1 Etude de I2 e m i- 



Au voisinage de zéro, nous utilisons un développement asymptotique 
du noyau de la chaleur. On a, en effet, le résultat suivant : 
Proposition 6.5.1. (cf. Asymptote du noyau de la chaleur. Soit 
t > 0, Pour x G X , 3N ViV > N on a (cf. paragraphe \4-i 



i=0 

On pose : 



p t (x, X) = — ^ t% Vi{ x , x ', A h(u),l) + 0(t N ~ ' ' 



®i(x,x; A h ( u ) t i) = / (pi(x,x; A h{u) ^)dx . 
Jx 



^ i=N 

tra(exp(-tA fc(u)) i)) = — J^f tr(a$i(ar, x; A ft(tt)il )) + o^ -1 ] 



Fixons iV > A^o, on a donc : 

Ant 

i=0 

= — — tr(a$ (x, x; A h{u)A )) + — tr(a$i(x, x; A h{u)A )) 
4-iït 4tt 

^ i=N 
i=2 

Prenons Re (s) > —1. 

Effectuons formellement la différence des deux premiers termes du développement 
asymptotique et de 12,0,1,1 : 

si si 
^2,0,1,1 - T (s)A-k(s - 1 ) tr ( Q<l>0 ( x ' x > A Hu),i)) ~ r(g)4 7r (s) tr ^ 1 ^' X] Ah ^' 1 ^ 

Cela définit une fonction analytique de s pour Re (s) > — 1 et comme 
T possède un pôle simple en zéro, on obtient finalement une fonction 
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holomorphe s'annulant en s = 0. Le développement analytique de -^2,0,1,1 
nous donne 

^~( J 2,o,i, i)U=o = -^tra^^x, x; A h(u)A ). 

Pour M au voisinage de l'infini, L'application s t— > J^ 1 t s ~Hra exp(— tA^^^dt 
est une fonction régulière pour s = . De plus : 

Lim , ; = 0. 
s— oT(s) 

Donc ff 1 t s ~ 1 traexp(—tAh( u ),i)dt possède un zéro double. Il s'en- 
suit, 

d 1 f M 

ds^T(s) S J ltraex v(~ tA h(u),i)dt]\ s=0 = 0. 

On a donc la proposition suivante : 
Proposition 6.5.2. 

^ lim (J 2) o,oo,i)|«=o = ^tra$i(x,x; A fc(u)i i). 

M — > 00 



6.5.2 Etude de / 



2,e,M,0 



Le travail est similaire au travail précédent. On remarque que puisque 
P r t = Id-P n : 

s f 1 s f 1 

J W,o=p7^y (*' 1 tr(a*exp(-tA Mu)i0 ))rft-^-yy (f 1 tr(a*exp(-*A h(tt)>0 )Pn)*- 

Or 

tr(a* exp(-tA ft(u)j0 )P n ) = tr(a*P n ), 

donc on obtient : 

h,e,M,0 = -^2,6,1,0 + ^2,1,M,0 
S 



y (t s - 1 tr(a*exp(-tA Mu))0 ))^ 



r( s ) 

+ W)Ji ( tS ~ ltr ( a * ex v(- tA ^),o)Pn)dt-^J 



Pour J2,i,Af,o on utilise la proposition |6.4.3|. La fonction 



/oo 
t'-Hr(a*exp(-tA Mu) , )i^df 
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est régulière pour s = et h,i,M,o possède un zéro double . La dérivée pour 
s = de i2,i,M,o est donc nulle. 

Pou r Yj^j J^(t s l ^ r ( a * exp(— tAh( u ),o))dt, on utilise l'analogue de la proposi- 
tion |6.5.1| : 



Proposition 6.5.3. (cf. j^j) Asymptote du noyau de la chaleur. Soit t > 0, 
Pour x e X, 3N ViV > N on a : 



1 

On pose : 

$i(x,x;A h{u)fi ) = / ipi(x,x]A h{u)fi )dx. 
Jx 

Fixons N > N , on a donc : 

- i=N 

W(exp(-tA Mu)i0 )) = —^ftT(a*$ i (x,x;A Hu)fi )) + o(t"- 1 ) 

71 i=0 



Un travail similaire à celui fait dans le paragraphe |6.5.1| donne : 



s r , . î 



e ^of(s) J ^ ltr ( a * ex P( _tA/l H.°)) rft = ^tra*$i(a;,x; A A ( U ) )0 ). 
Enfin, nous avons pour Re(s) > —1 : 

d r s ^-Uj...dui _ d n s - tS lU 



ds r(s) 



jf t-Hr(a*P n )dÉ]|^, = ^([f^]o tr («* P «)) 



s=0- 



D'où la proposition 
Proposition 6.5.4. . 



^(^2,o,°o,o)| s =o = ^-tra*$i(ar,a;; A ft(u ) i0 ) -tr(a*P n ). 



Les propositions |6.5.2| et |6.5.4j nous donnent la proposition |6.3.1 . 
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Chapitre 7 
Calcul de $1 



7.1 Introduction 

Soient deux métriques hermitiennes h\ et ho sur E n . On considère le 
chemin h{u) = uh\ + (1 — u)h avec m G [0, 1]. On reprend les définitions du 
paragraphe |4.1.1| . On a posé précédemment : 

-i d , * d -î 

a := — * p — *e„ et a := — — *e* 

n du n E ™ 

On a montré que : 

A = ^-(tra*$i(x, x; A h{u)fi ) + tra$i(x, x; A h{u)il )) - tr(a*P n ), 

avec P n la projection sur H°(X, E n ). 

La fin de la remarque p. nous fournit la reformulation de A : 

Proposition 7.1.1. 

A = —T h{u )(X,E n ) = ■^-(tra$ 1 (x,x; A h(u)A ) ~ tra$i(x, x; A ft(u ) i0 )) + tr(<xP n ). 

(7.1) 

Nous allons maintenant étudier les deux premiers termes en utilisant la 
formule de Lichnerowicz et montrer que 

d 1 f 

—T Hu) (X,E n ) = — tr(aR h{u) (E n )) +tr(aP n ). 

du ZîTT Jx 
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7.2 Formule de Lichnerowicz 



On pourra se référer à || et [jï4| . Puisque X est une surface de Riemann, 



on peut la considérer comme une variété kàlhérienne. Considérons, comme 
d'habitude, le fibré E n sur cette variété. Comme nous avons une structure 
complexe, nous avons le complexifié du fibré tangent qui s'écrit : 

TX ® R C = T 1,0 X (g) T 0,1 X. 

Comme la variété est kàlhérienne, ces deux fibrés sont préservés par la con- 
nexion de Levi-Civita dont la dérivée covariante est notée y ( c f- P- Q)- De 
plus le fibré A(T°' 1 X)* ® E n est un module de Clifford. Soit 

s = s ' 1 + s 1 ' g r(x, (tx)*) = r(x, (T^xy) © r(x, (T lfi x)*). 

L'action de Clifford est définie par : 

c(s)/3 = V2(e(s ' 1 ) - L{s lfi ))f3 Vs G C°°(X, (TX)*) et V/3 G A(T 0,1 X)*(g), 

avec e le produit extérieur et l(u) la contraction avec l'élément dual de u 
défini par la forme quadratique provenant de la métrique riemannienne de 
X. Cette action est auto-adjointe car s ' 1 = s 1 ' . On définit la courbure de 
la connexion de Levi-Civita y notée Rlc Qui est donnée par la relation 
suivante : 

Soient Y, Z, S, W des champs de vecteurs sur X, 

R LC (S, Y)Z — Vs VV Z — Vy Vs Z — V[s,y] z - 

On considère maintenant le Laplacien de Bochner défini par : 

Définition 7.2.1. Soit d z un repère local de T 0,1 X pour la métrique her- 
mitienne sur X . Le Laplacien de Bochner de (E n , h), A°'*, est défini par : 

En posant 

d z = d x - id y 
d s = d x + id y ' 

où {d x ,d y } est un repère local orthonormé de TX. 

Nous avons alors le résultat suivant : 

Proposition 7.2.2. (Formule de Lichnerowicz. cf. ^ pHO) Soit (E n ,h) 
un fibré vectoriel hermitien sur X. Dans un système de coordonnées locales, 
on a : 

B* h d + dd* h = A '* + e(dz)L(dz)((R LC (d z ,d s )d z ,d 2 ) + R h (E n )(d z ,d z )), 
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Ici on utilise le complexe suivant : 

C° JU C 1 — > (7.2) 

avec = tt x \E n ). 

7.3 Calcul de $i 

Les éléments du développement asymptotique du noyau de la chaleur se 
définissent de façon récurrente. En général ces coefficients deviennent rapide- 
ment difficiles à calculer mais dans notre situation ce calcul est relativement 
simple. Soit d'abord d z un repère local orthonormé de T 0,1 X pour la métrique 
hermitienne sur X. On pose : 

f d s = d x - id y 
\ dz = d x + id y ' 

où {d x , dy) est un repère local de TX : 

Définition 7.3.1. On appelle laplacien généralisé du fibré (E n , h) un opérateur 
sous la forme : 

A = A En + F, 

avec 

i=l,2 

avec e\ := d x et e<i := d y repère local pour TX et F une section du fibré 
End{E n ). 

Nous avons alors le résultat suivant : 

Proposition 7.3.2. (§/ p. 84) 

^(x,x,A E - +F) = -R x (x)-F(x), 

où Rx est la courbure scalaire de X . 

Donc si nous reprenons la proposition [7.2.2| nous allons expliciter la for- 
mule entre le laplacien A En et le laplacien A '*. Cela donne pour le laplacien 
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A '* 



V7 En — V7 En V7 E " 

— Y7 En Y7 En 4- Y7 En 

V d x -id y V d x +id y 1 V \7e x -id y d x +idy 

-(vf; - vf 9 ;)(vf; + v&) + v £l 



(vf; - vâ)(vf; + vâ) + 



(Va x -Via y )(d x +id y ) 

-En 

(Va^ (d x +idy)- X7i dy (d x +id y )) 



~Vd x dy)' 



^-i([vsr,vsr]+v^ a 

A*" - ii^XS., 9,) + i VÈ A] -va,a 

A E «-ifl /l (fî n )(9, 1 9 s )+iv5( 9lA) 
A En -iR m {E n ). 



■ x Vy~ \Jd y d x 



On obtient donc, pour un fibre (_E„, /i) en utilisant la proposition [7.2.2 
On a par ailleurs la proposition suivante : 

Proposition 7.3.3. Soit (E n , h) un fibré vectoriel holomorphe sur X . Avec 
les notations précédentes on a : 

À hfi = A E " - iR h>R (E n ) 
Â M = A E - + Œ m (E n ) + (R LC (d z , d g )d t , d- z ). 

Notons que A h q est l'opérateur de Laplace ou Laplacien agissant sur 
C q = tt°/(E n ) défini par : 

Â M = ddi + Bld. 

Remarque . Etant donné que nous considérons, pour le calcul de $i, l'opérateur 
de Laplace A hq agissant sur C q = Q^ q (E n ) } nous remarquons que : 

A M = A E - - iR h , M {E n ) 
A = A Ew ® + ii2 hjR (£ n ) + (# LC (<9 2 , 



avec les notations définies p.|4"2. 

Dans le lemme 6.1.7 p. 212 de [12 il y a une petite erreur de signe dans la 
première formule. 

Démonstration . Nous utilisons le résultat 7.2.2 . En effet pour les 0-formes, 
la contraction par le vecteur d x + id y , ce qui correspond à i{dz) est nulle. On 
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obtient donc la première équation de la proposition. Pour ce qui est des 
(0, l)-formes, il est immédiat que 

V?y G A 0ll T*X ® E n ), e(dz)i(dz)r] = rj. 

Remarquons que : 

Rh(E n )(d z ,dz) = Rh,c(E n ). 

De plus 

Rh{E n ){d Z) dz) = Rh,c{E n ) = — 2iRh,m(E n )- 
Nous obtenons donc le résultat . □ 



Finalement on a : 
Proposition 7.3.4. 

d ,„ I 
du 



T Hu) (X,E n ) = — / tr(aR h ( u) (E n )) +tr(aP n ) 



Démonstration . Nous avons (cf. prop. |7.1| ) : 

-^-T h{u) (X,E n ) = ^-(tra$i(x,x; A h(u)i i) - tra$i(x, x; A^o)) +tr(<xP n ). 

Etudions le terme tra$i(x, x; Aft( u ) ( i)) — tra$i(x, x; Afc( u ) ( o)). D'après la 
proposition |7.3.2| et la remarque p. |72| on a : 

$i(x,x; Afc(„) >0 )) = l-R* + iRh(u),u{ E n) 
$i(x,x; Ah(u),i)) = ïRx - iRh(u)À E n) + {{R v {d z ,d z )d z ,d z ) 

Comme a est à trace nulle 

tra((R v (d z ,d z )d z ,d z ) = 0. 

D'où 

tra$i(x, x; A h{u)A )) - tra$i(x, x; A h{u)t0 )) = -2i / traR h{u) {E n ). 

Jx 

On obtient donc le résultat escompté. □ 
La proposition est le résultat exposé p.[P . 

Proposition 7.3.5. (cf. p. \4^j ) Soit E n un fibré sur X.On a pour des 
métriques h telles que detE n {h) = 1 ■' 
3rio, Vn > n 

Norm h ,M = (det(L n (/i)))5 x T h (X, E n ). (7.3) 

Wn 
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Démonstration . Soient des métriques h telles que detE n (h) = 1. Nous 
avons alors : 



ln(Norm h ^((3)) = \n(Norm kyUJ (l3)) + ^-( / R 2 (h, h)) cf. équation |0] p.|4 

87T J x 



et 



jf i? 2 (%), k ) = 2l J x tr(v u R h(u) (E n )), 
on k E Met(E n ) fixé. De plus, d'après l'équation jOj u u = —a donc 



— hi(Narm h ^(0)) = ^- [ tr{v u R{h{u))) = -L / tr{aR h{u) (E n )). 
du 8n J x Am ' 



x 



On a également 



—T m {X,E n ) = 2-^-T h (u)(X,E n ) cf. définition p. [42 



On obtient alors 
dit 



ln(iVorm/ l ( u ) j£J (/3)) = ^~ J tr(aR h{u) (E n )) 



et en utilisant la proposition |7.3.4| , 



(cf. pour la notation p 
De plus 

Am(a£t(L n (%))i)) = i^m(det(L n (%))) 
au w n 2 au w n 

l£det Wn (L n (h(u)) 



2 det Wn (L n (h(u)) 

l -tr [det(L n (/ i («))).(L n (/i(«)))- 1 ^L n (/ iu ) ].det(L n (/i(n)))- 1 



i / tr((/.( M ))- 1 |-(/ iu )P n )^ 
tr(aP n )uj 



x 



(ce qui fut la remarque de P. Pansu cf. p. Q). Nous obtenons alors, à une 
constante près : 

Norm h ^) = (det(L n (/i)))2 x T h (X, E n ). (7.4) 

Wn 
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□ 

Il reste à étudier maintenant le terme tr(<xP n ). C'est l'objet du chapitre 
suivant où nous construisons des sections " concentrées " . 
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Chapitre 8 

Sections "concentrées" 



Dans toute cette partie E n est un fibre holomorphe sur X de rang deux. 
Nous fixons une métrique lisse de référence notée k, l'espace Met(E, C 4 ) est 
l'espace des métriques h, telles que h = kH avec H endomorphisme de E 
autoadjoint défini positif de C A (End(E)). Dans ce chapitre, nous étudions le 
terme tr(aP n ). 

8.1 Choix d'un repère holomorphe local sur 

E n 

Soit h G Met(E,C A ). On considère un point z G X. Nous prenons un 
système de coordonnées locales (U, z) avec z G U de telle sorte que z soit 
donné par 0. On va donc choisir un repère e de OxiX), ce qui donnera un 
repère e® n sur Ox(n). On notera parfois (avec abus) ho x ( n )(z) la quantité 
||e (g)n ||/ l c) x ( n ). Nous construisons maintenant un repère holomorphe dans un 
voisinage de {ei,e 2 } de E n , de telle sorte que la métrique h sur E n = 
E Q ® O x {n) s'écrive : 

h(z) = h 0x ( n ){l ~ (^q zz + Azz 2 + Bz 2 z + <p(z)), 

avec 

1= ^ ^ et A,BGM 2 (C). 

La métrique ho x ( n ) est celle du fibré Oxiji). De plus (^(z) = 0(|z| 3 ) et les 
coefficients des matrices A et B sont indépendants de n. On pose également : 

h iJ (z) = (ej(z),ej(z)) M2) , 
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et 



h%{z) = h%z k z l . (8.i; 



Commençons par construire un repère local holomorphe sur Ox{l) et un 
repère sur E . 

8.1.1 Construction d'un repère sur 

Nous construisons un repère local holomorphe e sur et choisissons 

une coordonnée z tels que 

ho x (i){z) = l-zz + m.z 2 z 2 + 0(\z\ 5 ) } (8.2) 

avec m G M. Nous imposons donc à la coordonnée z de vérifier ^ (z ) = 
dz A <iz et notons également que u = Rh 0x(1) (cï. p. |). On aura alors en 
utilisant le développement limité en zéro de exp : 
h 0x(1) (z)=e W (-\z\ 2 + 0(\z\*)). ^ 

Ce travail s'effectue en plusieurs étapes. On peut supposer que nous avons 
un repère local ë sur OxiX) et une coordonnée ( tels que : 

W)(0 = l + O(ICI) (8-3) 

(quitte à multiplier h par un scalaire). Nous effectuons maintenant un change- 
ment de repère e, holomorphe, de la forme 

e = (1 + aiC + CL2C 2 + a 3C 3 + °-4C 4 + 05(5)^, ai G C,i = 1..5. 
On obtient alors : 

ho x (i) = £*h 0x {i)e. 

On peut vérifier que ho x (x) satisfait [O] et, en choisissant pour i = 1..5, 
on impose à ho x (x) de vérifier 



fc Ox(1) (0 = i-CC + ..- + o(ICI 



5\ 



Cela donne des conditions sur les coefficients a, pour i = 1..5. Par exemple, 
le développement de Taylor-Young de dho x {i) en zéro donne : 

dh Ox (x)(0 = dh Ox (i)(0) + ttd 2 h Ox{1) (0) + +0(|C| 3 ). 
En comparant l'écriture précédente à cette dernière on obtient : 

d 2 

dho x{ x)(0) = et g^ h Ox(i)(°) = - 1 - 
77 



Mais 

dh Ox (i)(0) = d(e*h Ox{1) e)(0). 

Donc 

= de*{0) + d~h Ox{1) (0) + de*(0) =d + dh Ox (i)(0) + a, 

car 

e*(0)=e(0)=/^ x( i,(0) = l. 

Cela donne 

ai = -dho x (i){0). 

De même on a 

d 2 h Ox{1) (0) = d 2 (e*h Ox{1) e)(0). 

D'où des conditions sur a-i. Nous faisons de même pour 03, a 4 , 05. Nous obtenons 
ainsi le repère local e. La métrique sur OxiX) s'écrit alors : 

W)(C) = i-CC + -. + o(|C| 5 ), 

avec pGC. Posons maintenant 

z = C + c£ 2 + e( 3 avec c, e G C 

Alors, : 



ho x (i){z) = 1 — zz + mz 2 z 2 0(\z\ 5 ) 



= 1 - (C + cC + eC 3 )(C + cC 2 + eC 3 ) + 0(|C| 4 ) 

= i-CC + K 2 C + KC 2 + -- + 0(|C| 5 ), 

avec c = p et m = 2cc.De même on trouve e. Ce choix de coordonnée z étant 
établi, nous avons la métrique ho x (i) écrite sous la forme désirée. 

8.1.2 Remarque sur la forme volume de X 

Notons que la forme volume uo va vérifier d'une part : 
Lû(z ) = Rh 0x(1) Oo) = dz A dz. 

D'autre part, la forme volume vérifie localement autour de zq (cf. remarque 



P-0) 



U = d ( h O x (l) dh Ox(lh 

Cela donne : 
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w{z) = (1 + rzz + ...)dz Adz. (8.4) 

Nous posons 

u(z) = w(z)dz A z. 
Remarquons également que en z : 

rdz Adz = R{TX){z ). 

8.1.3 Construction d'un repère sur Eq 

Nous construisons maintenant un repère {/î,/^} sur Eq tel que 

h Eo (z) = l- ^ ^zz + Mzz 2 + Nz 2 z + 0(\z\ 3 )) 
où 1 = ( î ° j et M, AT g M 2 (C). 



n o i 7 

Nous procédons comme ci-dessus : quitte à faire un changement de coor- 
données de M 2 (C), on peut supposer que dans un repère {f\, J2} : 

h Eo (z) = l + 0(\z\), 

et la matrice Rc{h>E ){zo) est diagonale. Nous faisons également un change- 
ment de coordonnées holomorphe de la forme : 

^ =(1 + Az + Bz 2 + Cz 3 )(l^ ^, A,B,CeM 2 (C). 

On vérifie également que 

/i Eo (z) =g*~h Eo g = l + 0(\z\). 

En procédant comme précédemment c'est à dire en choisissant A, B, C, on a 
maintenant : 



h Eo {z) = h Eo = 1 - ^ °J ^ + Mzz 2 + Nz 2 z + 0(\z\ 3 )). 
Nous avons ainsi défini le repère {/i,/2}- 
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Et R El (h)(z ) = ddh(zo) = [ 1 Q rf + ^ ) dz A dz. 



8.1.4 Repère sur E n 

On vient donc de construire un repère sur E ® C*x(l) de la forme {/i 
e, / 2 (g> e}. La métrique h s'écrit alors dans ce repère 

h(z) = h 0x{n) ® (1 - °J + Mzz 2 + Nz 2 z + 0(\z\ 3 )). 

dx + 1 
a 

Sur £■„ il suffit de considérer le repère : 

{/i®e® n ,/ 2 ®e^} 
que nous noterons {ei,e2}. Nous avons alors : 

h(z) = h 0x[n) {l - + Azz 2 + Bz 2 z + (f(z)), 

avec ^(z) = 0(|z| 3 ) et les matrices A et B sont des matrices indépendantes 
de n d'après la formule ^72] . Remarquons également que nous avons la ma- 
joration entre matrices hermitiennes suivante : 
3 no,3 Ci, C 2 > indépendants de n, telles que n > n 

exp(— nCi|2;| 2 )l < h 0x { n ){.z) < exp(— nC 2 \z\ 2 )l. (8.5) 

De la même façon : Il existe n' Q et C 3 , C 4 > indépendants de n, tels que si 
n > n' : 

exp(-C 4 n\z\ 2 )l < C 2 (h(z))w(z). (8.6) 

De plus 

R En (h)(z ) = ddh(z ) 

= Ido x {n) ® Re + Ie ® Ro x {n) (8-7) 

di + n 
d 2 + n. 



dz A dz. 



8.2 Rappels sur les distributions 

Nous donnons tout d'abord les définitions sur un ouvert de R 2 . Nous 
généraliserons cela à X en considérant les cartes locales de X. 
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Soit ouvert f2 de M 2 . Nous allons définir sur cet ouvert ce que l'on appelle 
des distributions. On considère le sous espace vectoriel V K (Q) de C°°{Vt) 
composé des fonctions dont le support est contenu dans K compact de fl. 
On munit T>k(Q) de sa structure d'espace localement compact définie par la 
famille de semi-normes (||-||fc)fceN telles que : 

\\f\\ k = sup{D a f(z),\a\<k,zen}. 

Ainsi V K (Q) est un espace de Fréchet. Si /C désigne l'ensemble de toutes les 
parties compactes de Q, on note 

KeK. 

Définition 8.2.1. Une forme linéaire u : V{Vt) — > C est appelée une 
distribution sur X si on a : 

\/K G /C , 3C k > , 3k G N, 

W)|<cw||/|| fc , vfev K (n). 

On note T>'(Q) cet espace vectoriel. 

On peut remarquer que l'espace L 2 (Q) peut être plongé dans cet espace. 
La distribution qui nous intéresse est la distribution de Dirac 5 Z , z G Q définie 
par : 

ô z : / G C°°(fi) — f(z) G C 

Définition 8.2.2. On définit une distribution u sur X si pour toute carte 
locale de X , U C X , il existe une distribution v sur U considéré comme 
ouvert Q de R 2 et pour toute fonction f G C 00 {U) (prolongée par zéro sur X 
tout entier, ce qui en fait un élément de C°°{X)) telle que : 

«(/)=«(/)■ 

On note V(X) cet ensemble. 

Nous définissons alors les distribution sur X pour un fibre vectoriel E n : 

Définition 8.2.3. On définit une section distributionnelle u sur X pour un 
fibré vectoriel E n de rang 2 par l'existence sur chaque ouvert trivialisant de la 
forme U x C 2 de E n de distributions v sur C°°(U) 2 identifié avec C°°(U, E n ) 
telles que pour tout élément f G C°°(U, E) (prolongée par zéro sur X tout 
entier, ce qui en fait un élément de C°°(X, E)) on a 

«(/)=«(/)■ 
On note T^°°(X,E n ) cet ensemble. 
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8.3 Choix d'une section correspondant à la 
première composante du noyau de P n 



La proposition 7.3.4 donne : 



d 1 f 

—r h{u) (X,E n ) = — j tr(aR(E n )) + tr(aP n ). 

On étudie alors tr(aP n ), avec P n projection orthogonale sur H°(X, E n ). C'est 
la situation que nous adopterons jusqu'à la fin de ce chapitre. 
On se donne alors une section distributionnelle u\ G r~°°(X, E n ) telle que : 

ui = S Zo ex, 

où S est la distribution de Dirac définie ci-dessus. Nous allons maintenant 
construire une approximation de la section holomorphe â\ correspondant à 
la projection orthogonale pour h de U\. Cette projection existe car on projette 
sur le sous-espace vectoriel fermé H°(X, E n ). Par définition du noyau, (cf. |38|] 
chap. 4), on peut remarquer également que : 

P n u x {z) = j P n (^,zi)5 20 ei(zi)dwZ(^i) = P n (z,z )e 1 (z ), 
Jx 

avec P n le noyau de P n . Nous prenons une section qui vaut (1, 0) dans la 
base {ei, e<i\ pour z = 0, sous la forme : 

fx(z) = e x {z). 

Cette section, fi (dont la notation n'a aucun lien avec celle définie dans 
les paragraphes précédents) est une fonction "cloche" . Elle va nous servir à 
la construction de la projection orthogonale de u\ pour h sur H°(X, E n ). 



8.4 Extension à X. 

On définit ensuite une fonction plateau telle que les dérivées soient 
portées par un anneau de centre z , de rayon intérieur r' — | et de rayon 
extérieur R — 1, noté A(r', R), tels que 

D(z ,R) e U. 

Pour cela soit : 

^ ) = \0 Wx>l 
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On pose ensuite : 

(j){z) = î>{RT x \z\), Mz E U. 
Il s'ensuit alors, après avoir posé f\ = 4>-h Q u i es t une section alors C°° : 

d(fx)(z) = d(4>.h)(z) = d^.hiz) = dfaiiz). 

Nous effectuons maintenant le calcul de la norme L 2 (h) de la dérivée de 
fi. Nous utiliserons ce calcul dans le paragraphe suivant. 

\\d((f>.fi)\\L\h) = ||<90.ei(»|| L 2 W 

< \\d<P\\LA\ e l(. z )\\cV{A{r',R)) 

< C 1 exp(-nr' 2 )||90|| L2 

8.5 Propriété des sections holomorphes 

Ce paragraphe établit deux résultats utilisés dans le calcul de la projection 
de u\ sur W n . En effet nous voulons modifier ai pour définir cette projection. 

8.5.1 Première propriété 

Soit 77 G H°(X, E n ). Nous voulons obtenir une majoration de |?7(.2)|/i pour 
z G X. La proposition R13 donne une estimation suffisante pour la suite des 



calculs. 

Nous avons besoin, pour la démonstration de cette proposition, du lemme 
suivant : 

Lemme 8.5.1. Soit C4 > 0. i7 existe C$ telle que pour tout n > 1, et pour 
tout fonction holomorphe f sur D(0, r') C C, on ait 

|/'(0)| <C 5 n( [ \f(z)\ 2 ex P (-C,n\z\ 2 )dzdz) ' . 

\JD{0,r') / 

Démonstration . On considère l'espace des fonctions holomorphes sur 
D(0,r') avec la métrique L 2 pondérée par exp(— C/in\z\ 2 ). Les z % forment une 
base orthogonale . On peut alors écrire 

f( z ) = Y^a iZ \ 

i 

On obtient : 

f (0) = a u 
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et 



/ \f(z)\ 2 exp(— C 4 n\z\ 2 )dzdz = } \aj\ 2 / |^| 2î exp(— C4n\z\ 2 )dzdz. 

JD[0,r') i JD(0,r') 

En particulier, on a 

| a,i | 2 / \z\ 2 exp(— C4n\z\ 2 )dzdz < / \f(z)\ 2 exp(— C4n\z\ 2 )dzdz. 

JD(0,r') J D(Q,r') 

De plus 3 C 6 > 

/ \z\ 2 exp(—C 4n\z\ 2 )dzdz > C%n~ 2 , 
d'où le résultat. Ce lemme est utilisé dans la proposition suivante. □ 



Proposition 8.5.2. Soit i] G H°(X,E n ) telle que t](zq) = 0. On a alors : 
3 C-j ,3n tel que 
n > n ,Wz G X , 

\v(z)\h<C 7 nd{z,z )\\ri\\ L 2 {h) . (8.9) 

Démonstration . On suppose t](zq) = 0. Soit z G D{zo 1 r') Notons par V n 
la connexion de Chern de E n . On a alors : 

\r]{z)\ h < f Z \V n ( V )(y)\ h de 
Jy=zo 

où d£ est l'élément de longueur géodésique le long du chemin reliant z à z. 
Il suffit de montrer que pour i = 1, 2 et D(y, r") C D(z ,r ) 



\VnVi(y)\h < C 6 n( / \rji(z)\ exp(-C 4 n\z\ 2 )dzdz)i. (8.10) 

'D(y,r") 



Pour cela on applique le lemme |8.5.1| à r\i en supposant y = et au disque 
D{y,r"^ 



□ 

On utilisera à plusieurs fois cette proposition combinée au résultat suivant : 
Proposition 8.5.3. Soit T] G H°(X,E n ) et z G X . On a alors : 3C > 

-i 

\rji(z)\ < Ch£ x{n) {z)\r)(z)\ h pour i = 1,2. 
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Démonstration . En effet on a : 

W{z)\<CHz)\hl o {z). 
car h Eo (z) est indépendant de de n. On a donc : 

h(z)\hl x{n) (z) < CHz)\h%{z)hl x{n) {z) < C.\rj(z)\h. 

□ 

8.5.2 Deuxième propriété 

Soit r] G H°(X, E n ) telle que r](zo) = 0. On l'écrit de la façon suivante : 

dans le repère {ei, e 2 } local sur E n défini dans un voisinage de zéro. Supposons 
également que IMIl 2 )» — 1- Nous voulons estimer 

/ r] 1 (z)h 0x{n) (z)dzdz. (8.11) 
io(o/) 

Le corollaire |8.5.6| nous donne l'estimation souhaitée. 

Dans ce paragraphe la lettre C désignera de façon générique une constante 
indépendante de n. Nous utiliserons le lemme suivant : 

Lemme 8.5.4. Soit C un fibré en droite sur X . Notons k une métrique sur 
C. Soit s une section holomorphe de C Posons g = k(s, s). On a alors : 

V(^-) = ^fms.^-. (8.12) 

Démonstration . Comme ds = —s, on a : 

_ s ds s 
V -j — j — = t— : aln |s|fc--j— j- 

|^|fc \S\k \S\k 

dg s 1 s 
= — — dmg—— 

g \s\k 2 \s\k 

= -d c lng--^—. 

2 \s\ k 

□ 

Nous rendons tout d'abord "symétrique" h 0x ( n )- Pour cela soit une nouvelle 
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coordonnée(non holomorphe) u(z) telle que : 
u(zq) = et ho x (i) = exp(-\u(z)\ 2 ). 

\u(z)\ 2 = \z\ 2 - (3\z\ 4 + 0(\z\ 5 ) 

Donc u(z) est de la forme : 

z = (1 + (3'u{z)u{z) + 0(Kz)| 3 )) M (,2), 

avec/?' ne dépendant que de (3. Alors on a : 

dzdz = (1 + j3uû + ip(u))dudu, 

où /3 ne dépend que de (3, 

avec V'(w) = 0(|w| 3 ). Nous allons maintenant calculer l'intégrale définie par la 
formule |3.11| . Nous rappelons (cf. proposition |3.5.3| , formule |8l] et ||^||l 2 (/i) = 
1) que : 

\ Vi (z)\ < Cnhf x{n) (z) pour i = 1,2. (8.13) 
Considérons maintenant v(z) = (1 + /3'u(z)û(z))u(z) . On a alors 

f z d 

Vi(z) = Vi(v(z)) + / —r]i{t)dt. 

Jv(z) at 

Notons que arg(z) = arg(v(z)). Le chemin entre les deux points est donc 
le rayon allant de z à v (z). Nous avons : 

\h*(z)rix(z) - h l i(v(z)) Vl (v(z))\ < f ( ) \^(t)rn(t)\dt (8.14) 

Ici 4 est la dérivée directionnelle dont l'axe est le rayon allant de z à t> (2). 
Calculons 4rh,2 (t)r)i(t) . En utilisant le repère construit dans le paragraphe 
|S.1.4| on a 771 =< 77, /1 ® ê® n >^ où /i(resp. e) est l'élément dual de /i(resp. 

e). De plus h% , , = llell? = \\è\\7 n d'où 



^Ox(n)^ =< ^ A ® >^ • 



On obtient alors : 



d 1 - è® n 
■^h 0xi n) 2 (t)r] 1 ( y t) = < V £77, /1 <8> -r-r- > h 

+ <»J,Vi/i® H - >ft 

dt en? 

11 llh O x ( n ) 



g |Cgm— 1 



+ 77 < 7/, fi (g) VatTTTI ® ,,-nn-l >/• 



d * ll e IUo x (n) ll e ll?t 0x ( n ) 



8(3 



Nous étudions maintenant chacun des trois termes du membre de droite. On 
a : 



>h< IVdT/UI/x 



ii^ii;; 



I/, < C'jVd.^lfe. La 



formule |8.10| nous donne la majoration : 
< V|f),/i ® 



> ft < C.n. 



* h O x (n) 



Nous avons également : 



<î?,V|/i® f — 

dt £ 



> fc <CH ft |/i 



\h<C\v\ h - 



On applique la proposition |8.5.2| pour obtenir : 



< i),Vi/i <8> 



>h< C.n. 



11 llft O x (n) 

Enfin, pour le dernier terme, on utilise le lemme |8.5.4| : 
_ ë 



6 h 



Ojf-(n) 



— d c \nh.—^ 

2 é L 



O x {n) 



Donc 



dt ¥ h 



O x (n) 



i d ( — d c ln h) ,, ,, 



Ox(") 



où t désigne l'opération de contraction avec le champ de vecteur ~. 
Mais <i c ln/i est une forme angulaire à 0(|2;| 4 ) près(cf. p.^B|). Donc 



l a ( — d c lnh) = 0. 

dt 2 



Il s'ensuit : 



5n-l 



n < 77, /1 ® V d. 



II e II hown) 



;|| n— 1 



>h= 0. 



On a donc 



Et 



«(2) 



J t h L(nMt)dt\ < Cn\z - v(z)\ < Cn\u\ 



|w| 4 exp(-n|w| 2 )(l + puu + 0(\u\ 3 ))dudu = O(-). 



D(0,r') 
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Donc on a 

f f z d i 1 

/ h o x (n)( -h 2 0(n) r ]l (t)dt)dzdz = 0(—). 

JD(0,r') Jv(z) at n 

Il reste donc à étudier le terme en r](v(z)). Pour cela on a la proposition 
suivante : 

Proposition 8.5.5. Soit f une fonction holomorphe telle que f{zo) = 0, 
alors 



f(v) exp(-n|«| 2 )(l + (3uû))dudu = 0. (8.15) 

>D(0,r') 

Démonstration . Comme / est une fonction holomorphe, on a : 

f( z ) = 5Z a i^ 

D'où 

f(v) = ^ % (i +(3' u (z)û(z)yu( z y = 53^(|u|)u(zy. 

i>i j>i 
L'expression |S.15| est alors évidente . □ 
Cette proposition donne alors le corollaire suivant : 
Corollaire 8.5.6. 

7]i(z)h 0x {n){z)dzdz = O(^). 

D(0,r') n 

Démonstration . On applique la proposition précédente à la section rji. Il 
reste donc à montrer que : 

f r]i(z)(exp—n\u\ 2 )ip(u)dzdz = 0(—). (8.16) 

JD(0,r') n 

Or ip{u) = 0(|u| 3 ) est indépendant de n et 

M 2 

\r]i(z(u))\ < Cn\u\ exp(n^— ), 
donc f D / 0r n T)i(z)(exp —n\u\ 2 )ip{u)dzdz est majorée par 

Cn I |w| 4 (exp — n——)dzdz. 

JD(0,r') 2 

Ce qui donne l'équation |8.16| . □ 
On obtient de même : 
Corollaire 8.5.7. 

/ l q 1 {z)ho x {n){z)zzdzdz = O(-). 

JD(p,r') n 
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8.6 Holomorphisation de fi 

Nous avons donc maintenant une section globale, f\, mais C°°, de E n . On 



utilise alors la proposition [7 . 3 . 3| , pour obtenir des objets holomorphes. On a : 



A 8 = ^'* + ( j ) {R)-iR Rih {E n l 

avec 4>(R) un opérateur utilisant le tenseur de Ricci de X. L'opérateur de 
Green Gr a une norme L 2 pour h qui est comparable à n _ â(cf. |Ï3|). La 
section C°°, fi de E n , va être modifiée pour avoir une section holomorphe. 
On définit pour cela : 

Ci = -d*Grd~h. 

On obtient alors la première section globale holomorphe a 1 = /i + Ci- De 
plus : 

\\Ci\\h(h) = <d*Grdf 1 ,d*Grdf 1>h 
= <Grdfi 1 dfi> h 
< Cn- l \\d~h\\lz {h) , 

d'où : 

HCilli-w < n- 1 C 1 exp(-2nr 2 )||^||i 2 . (8.17) 
Or pour tout a G N* : 

exp(-w' 2 ) = o{\). (8.18) 

Par la suite nous pourrons donc négliger de cette manière les termes en 
exp(— nr 2 ). 

On a la proposition suivante : 

Proposition 8.6.1. Il existe une section holomorphe que l'on note o~\ telle 
que : 

(e 1 (z) + ( 1 (z) V2 6 5(0,r') 

a\z) = l 0(z)ei(z) +(i(z) G A(R, r') 

[Ci(s) VzeX\D(0,R), 

avec 

\\Ci\W) = o(^), Va G N*. 

On a alors : 

..1112 TTC?! + TTr 1 

II- = ^ ^ + ° ( ^ } - 

Ici r ne dépend que de X (cf. formule \8.J\ p. 
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Démonstration . Nous considérons la forme volume définie par la formule 



S^4| p. [79| c'est-à-dire la forme volume est de la forme : 

U)(z) = (1 + rzz + ...)dz Adz = w(z)dz A dz. 

Nous avons : 

W^Whih) = \\h\\h{h) + HCl||£a (fc) + < fi{z),(l(z) >L*(h) + < Cl(z)Jl{z) >L*(h) ■ 

1. Pour le premier terme du deuxième membre on a : 

< fi(z),fi(z) > L *{h)= I h u {z)w(z)dzdz+ < f^z), f^z) > h w(z)dzdz. 

JD(0,r') JA(r',R) 

Comme 

/ < fi(z),fi(z) > h w(z)dzdz = o(— -), 

JA(t',R) n 

et puisque 

h n (z) = exp(— n|z| 2 )(l — d\zz + A u zz 2 + B u z 2 z + <f(z)), 
On a, d'une part : 

exp(— n\z\ 2 )w(z)dzdz = / / exp(— np 2 )u>(p, 9)pdpd9 = — h— ^+o(— 

D(0,r>) Jo Jo n n n 

et d'autre part, par une intégration par partie, on a : 

p p27t nr 

— / di exp(— n\z\ 2 )w{z)zzdzdz — — / diexp(—np 2 )w(p,9)p 3 dpd9 
JD{oy) Jo Jo 

= -d x — + o{— ). 

n z n z 



De même il est clair que 

/ exp(— n\z\ 2 )A 11 zz 2 w(z)dzdz = + 0(— ), 
Jd(ox') n 



et 



/ exp{—n\z\ 2 )^nz 2 zw(z)dzdz = + O(-) 
Jd{o,t') n 

Le dernier terme, f D , Q r ,. exp( — n\z\ 2 )ip(z)w(z)dzdz, vu les conditions 

sur h et vu w(z), est en O(^) car il est de la forme : f D , Q « ipi(z)ho x (n)dzdz 

avec ipi(z) = 0(\z\ 4 ) 
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2. Le deuxième terme vérifie HCillz^) = °(^)- 

3. Les deux derniers termes vérifient en utilisant l'inégalité |S.17| : 

I < Ci(z),/i(z) > I = I <&(*), > I < llCi||^ (/l ).||/i|U2 W =o(— ) 

On obtient le résultat désiré. 

□ 



8.7 Orthogonalisation de a par rapport à un 
sous espace vectoriel W\ de W n 

Nous rappelons que W n est de dimension notée p. Montrons maintenant 
que la section a 1 correspond "assez bien" à la section holomorphe globale 
cherchée. En effet, elle ne correspond pas pour l'instant à la projection or- 
thogonale induite par la métrique h de la section u±. Pour cela nous devons 
la modifier de façon à ce qu'elle définisse une projection orthogonale sur 
H°(X,E n ). De ce fait on étudie une perturbation de a . Pour commencer 
nous prenons une famille de p — 2 sections orthonormées que nous notons 
rf pour % = l..p — 2. Nous choisissons p — 2 sections de telle sorte que : 
rf(zo) = pour i = l..p — 2. La réunion de ces sections forment une famille, 
appelée J 7 , de p — 2 sections orthonormées de H°(X, E n ). Elles engendrent 
un espace vectoriel de dimension p — 2 que nous appellerons W„. Dans le 
paragraphe suivant, nous calculons le "défaut" d'orthogonalité de la section 
er 1 avec l'espace vectoriel engendré par la famille T . 



8.7.1 "Défaut" d'orthogonalité de a 1 avec Vect^) 

Nous prenons p — 2 sections orthonormées notées rf telles que pour i 
l..p-2 : 

\ = ( + + Vlrn*™ + °( zr ' 

dans le repère {ei, e 2 } local sur E n défini dans un voisinage de zéro. 
Elles vérifient rf{zo) = 0. 

Calculons maintenant le "défaut" d'orthogonalité de a 1 avec vect(J r ). 
Soit i G {l..p-2}. 

< a 1 ,rf >h w(z)dzdz = < fi + Çi,rf >h w(z)dzdz 
x Jx 

< fi,rf >h w(z)dzdz + < (i, rf >h w(z)dzdz. 
x Jx 
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Or 



< d,7] 1 > h w(z)dzdz\ < HCilU^-H^IU 2 ^) 

x 

1 



< o(— ) cf . p 89. 
De plus pour 1 < i < p — 2 

< fi,rf >hw{z)dzdz = / h 11 {z)rf 1 w{z)dzdz + / h 12 (z)rf 2 w{z)dzdz 

X JD(0,r') JD(0,r') 



+ < fi,rf >h w(z)dzdz. 

' A{r',R) 



On trouve immédiatemment : 



/ < fi,rf > h w(z)dzdz = o(— ) 

JA(r'.R) n 



'A(r',R) 

Etudions maintenant les deux intégrales suivantes. Nous utilisons la même 
méthode dans les deux cas. Nous les décomposons en somme d'intégrales où 
chacune correspond au développement de h^ o (z)w(z) ou h l g o (z)w(z) suivant 
le cas. 

h ll r]\{z)w{z)dzdz = / 7] l 1 (z)ho x ( n )(z)h 1 ^ o (z)w(z)dzdz 

D(0,r') JD(0,r') 

T)\(z)ho x (n)(z)dzdz (8.19) 

D(0,r') 



+ / r)[(z)h 0x ( n )(z)(r + di)zzdzdz (8.20) 

JD(0,r') 

+ f V i(z)h Ox{n) (z)0(\z\ 3 )dzdz (8.21) 

JD(0,r') 



Ici 0(\z\ ) est indépendant de n. De même on a 



h r] l 2 (z)w(z)dzdz = / ri l 2 ho x (n)(z)h Eo (z)w(z)dzdz(8.22) 

D(0,r') ' JD(0,r') 

V2(z)h Ox{n) (z)0(\z\ 3 )dzdz (8.23) 

D(0,r') 

Nous voulons maintenant obtenir des estimations sur toutes ces intégrales. 
Pour ce faire, nous utilisons le paragraphe ^3] et nous rappelons que nous 
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avons la majoration suivante (cf. proposition |8.5.3| , proposition |8.5.2| et \\ri\\L,2(h) 
1): 

-i 

\r))(z)\ < Cnh^ x{n) pour i = 1, 2 . 

Nous étudions de la même façon les intégrales |S.21| et |S.23| . En effet, en 
utilisant la la proposition |8.5.2| appliquée à r]\(z) ou r] l 2 (z) et formule |8]^ , 
nous obtenons : 



Vl(z)h 0x (n)(z)0(\z\ i )dzdz\ < / \-q\{z)h 0x {n){z)0{\z\ 6 )\dzdz 

D(0,r') JD(0,r') 

< [ K(z)\ h hl (z)0(\z\ 3 )dzdz 

JD(0,r') 

r i 

|3 



< C 7 n\W\\L^ h) / hl (z)0(\z\ à )dzdz 

JD(0,r') 



Vf 



Ici C? est indépendante de n. On a donc : 



r]i(z)h 0x{n) {z)0{\z\ 3 )dzdz = 0{— ) 

'D(0,r') n 

et de la même façon : 



D(0,r') 



V2{z)ho x (n)(z)0(\z\ 3 )dzdz = 0{— ). 



rr 



D'après le paragraphe |8.5.2j , on a pour 1' intégrale |8.19| : 

/ rj[{z)ho x (n){z)dzdz = 0{—) (cf. corollaire |8.5.6| ) 

JD(0,r') n 

et de la même façon (cf. corollaire |8.5.7| ) 1' intégrale |S.19| vérifie 

/ 7]{(z)h 0x (n)(z)(r + d x )zzdzdz = O(^). 
JDioy) n 



'D(0,r') 

On obtient donc : \/l < i < p — 2 



< a 1 ,^ > L 2 [h) = 0(— ) 



rr 



(8.24) 



93 



8.7.2 Construction de la projection â 1 de u\ sur W\ 

Une section holomorphe, projection orthogonale pour h de u\ sur W n 
vérifie : 

V77 G H°{X, E n ) <à\r] > L 2 {h) = 771(^0) 

où r/i est la première composante de 77 dans le repère {ei, e^}- Cela nous 
amène à définir la projection à 1 de U\ sur W^, c'est à dire à 1 vérifie : 

Proposition 8.7.1. Nous définissons une section holomorphe, projection 
orthogonale de a 1 sur par : 



a 



i=l..p-2 



< (T 1 ,^ >L*(h) V\ 



(8.25) 



avec 



1 ||2 



il Tidi + nr 1 , 

— + 



icz r ne dépend que de X (cf. formule p. [7£). 
Démonstration . On a en effet : 
- Vr/ 1 G 



< à x ,rf > L 2 {h) 



< a 1 , rf > L 2 {h) - <v 1 ,V j >L*(h)< rf, rf >= 

i=l..p-2 



- Nous utilisons la formule |8.24| et la proposition |8.6.1 | : 

.1 „i ^ |2 



I er IIl 2 (/i) 



< o-V 1 > L 2 (ft) - |<a\7/> 

i=l..p-2 

7T 7TG?1 +7Tr . s/„ / 1 s.o 

+ 0(-) + (p-2)(0(-)) 2 



rr 



rr 



8.25 



et le fait que p ~ n. Pour la dernière propriété de â 1 on utilise l'équation 



i=l..p-2 

et le fait que rf(z ) = pour % = l..p — 2. 



□ 
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8.7.3 Orthogonalisation de a 2 par rapport à 

Nous effectuons le même travail que pour U\ pour la section 

u 2 (z) = à zo e 2 {z). 

Nous résumons ici les différentes étapes de la construction. Nous avons : 

P n u(z)= \ ~P n {z,z 1 )5 Z0 e- 2 (z l )dvol(z l ) = P n (z,z Q )e 2 (z ). 
Jx 

On considère maintenant la section : 

h{z) = e 2 (z). 

On obtient alors : 

Proposition 8.7.2. // existe une section holomorphe que l'on note a 2 telle 
que : 

(e 2 (z) + ( 2 (z) VzeD(0y) 
a 2 (z) = l <Kz)e 2 (z)+&z) Vz G A{R,r') 

{( 2 (z) VzeX\D(0,R), 

avec 

( 2 = -d*Grdf 2 . 

Tout d'abord, nous construisons la section holomorphe à 2 . Pour cela nous 
considérons la famille T composée de p — 2 sections orthonormées notées 



pour i = {l,...,p — 2} qui s'annulent en z . (cf. p. ^T]). Les calculs sont 
identiques à ceux du paragraphe [8/7|. 

Proposition 8.7.3. Nous définissons une section holomorphe, projection 
orthogonale pour h de a 2 sur Vecb(J-) par : 



^ 2 ^ 2 
a = a — 



<o 2 y>rf. 

i=l..p-2 



On a de plus 



et 



\à 2 \\ 2 2 = - — + — I Q( 1 ) 

L ' 2 ( h ) n n 2 n 3 ' 



ô-%(z ) = e 2 (z ), 



où &2 es t l a deuxième composante de à dans le repère {ei,e 2 }. 
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8.8 Fin de l'orthogonalisation de â 1 et â 2 

Nous complétons maintenant la famille T par deux sections de telle sorte 
que nous ayons une base de W n . Nous choisissons tout naturellement les 
sections à 1 et à 2 . En effet chacunes de ces deux sections à une composante 
non nulle en zq. Nous commençons par normaliser cr 2 . Nous effectuons le 
calcul pour la section â 1 . La démarche est identique pour à 2 . 

8.8.1 Normalisation de a 2 



< à 2 , a 1 > L z(h) = < cr 2 



<o 2 ,rf>r]\a 2 



i=l..p-2 



i=X..p-2 



< cr 



i=l..p-2 



Il est évident que : 



E <<xW><-w>=o(^ 



i=l..p-2 

car p ~ n et < a 2 , rf >= 0(^2 ) (cf. paragraphe |8~77|) . De plus 

< a 2 , a 1 >l*{K) = < e 2 + C2, e 2 + C2 >i^{h) 



< e 2 , e 2 > L i(h) +2 < C2, e 2 + C2 >tf{h) 



Or (cf. proposition |8.6.I| ) 



I 



I < C2,e 2 + C2 >L2(h) | < H C2 II z.2(^> Il e 2 + C2 II L»(h) = 
On a également : 

f 7T 1 

<e 2 ,e 2 >L 2 (h) = / h 2 E h Ox ( n )w(z)dzdz = - + O(-) (8.26) 
Jx n n 



On pose 



-■p- 1 



I 

l°" 2 IU 2 (/i) 



-cr J 
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8.8.2 "Défaut" d'orthogonalité de â 1 avec Vect(rf x ) 
Nous calculons donc le "défaut d'orthogonalité" de à 1 avec Vect(à 2 ). 

< â 1 , a 2 > L 2 (h) = < a 1 - ^ < a 1 ,rf > rf ,a 2 - ^ < a 2 , rf > rf > L 2 {h) 

i=l..p-2 j=l..p-2 

= < a 1 , a 2 > L 2 {h) - <v 1 ,V i >< > 

i=l..p-2 

Il est évident que : 

<a 1 ,V l ><° 2 ,V l >=0(\), 



rr 

i=l..p-2 



car p ~ n et < a 1 , rf >= 0(^2 ) (cf. paragraphe |8~7] ). De plus 

< a 1 , tr 2 > L 2 (/l) = < ei + Ci, e 2 + C2 >L 2 (h) 

= < Ci, e 2 + C2 >L*(h) + < ei + Ci, C2 >L2(h) 



Or (cf. proposition |8.6.1|) 



< + Ci >mh) I < HCill^wllej + ÇjWmh) = °(—) P° ur i> j = i) 2 



n 1 

On a donc 

< cr 1 ,^ 2 >i3 (/l) = 0( — ). 

rr 

D'où 

~ < 1 



<â 1 ,^- 1 > L2{ , ) =0(-). (8.27) 



8.8.3 Projection de u\ sur + Vect(r] p : ) 

On veut définir la projection orthogonale pour h de Ui, notée â 1 , sur le 
sous espace vectoriel engendré par W\ et Vect{rf~ x \ On doit avoir pour 
cela : 



p— In 



< cr 1 , 77 > L 2 W = Vr? G W^ 1 + Vectfa 

Proposition 8.8.1. Nous définissons une section holomorphe, projection 
orthogonale de a 1 sur W n par : 



^ = a l - Y, <° l ,V i >L*(h)V i , (8-28) 

i=l..p— 1 
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avec 



1-1112 _ 11 ^l±lL,n( 1 \ 



ô x (z Q ) = eiOo) + 0{— )e 2 (z ). 

77.2 



Ici r ne dépend que de X (cf. formule |<j?.^ p. f7Q ). 
Démonstration . On a en effet : 
- \/rj\i = l..p — 1, 



< cr\^ > L '2( h ) 



< a 1 , rf > L 2 {h) - <° 1 ,V j >L*(h)< V j , >= 



- Nous utilisons la formule |8.24| et la proposition |8.6.1| : 

4 „i ^ |2 



I er \\L 2 (h) 



< a 1 , a 1 > L 2 (h) - \<° 1 ,V i > 

i=l..p— 1 

= 3 — + 0— + (p-1 O — 2 

et le fait que p ~ n. Pour la dernière propriété de â 1 on utilise l'équation 
Q8| . 

~a\z ) = a\z Q ) - J2 °(^)V 1 (^), 

i=l..p—l 

et le fait que seule rf' 1 ^) = 0{pk). 



□ 



8.8.4 Normalisation de â 1 

Nous normalisons a 1 . Cela définit la section â 1 . Alors â 1 est la projection 
orthogonale de u\ sur H°(X, E n ) pour la métrique h. De plus elle vérifie : 



llô- 1 !!^ = 1 + O(-) (cf. équation ^26l) . 
On a donc la proposition suivante : 

Proposition 8.8.2. à 1 est la projection orthogonale de u\ sur H°(X,E n ) 
pour la métrique h. Elle vérifie : 

a 1 / \ n + di + r 

a i\ z o) = ei(z ) + ciei(zo) 

7T 
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où &{ est la première composante de à 1 dans le repère {ei, e 2 } et c\ = 0(— 
De plus 

âl(z ) = O(-)e 2 (z ) 
n 

où a\ est la deuxième composante de à 1 dans le repère {e\, e 2 }- 
On pose 

â 1 = ïf. 

8.8.5 "Défaut" d'orthogonalité de â 2 avec Vect(ï] p ) 
On obtient de la même façon : 



< à\rf > L *(h)= O(-). 



rr 



(8.29) 



8.8.6 Projection de U2 sur W\ + Vect(rf 



On effectue le même travail que dans le paragraphe |S.8.3| 

Proposition 8.8.3. Nous définissons une section holomorphe, projection 
orthogonale de u 2 sur + Vect(rj p ) par : 



a — a 



avec 



1 ~ 2 1 1 2 

\ a \\L 2 (h) 



i=l..p—2,p 

71 Trdi + ixr 



n 



(8.30) 



0- (z ) = e 2 (z ) + 0(— )e 1 (z ). 



«2 



Ici r ne dépend que de X (cf. formule |<j?.^| p. \7^ ). 
Démonstration . On a en effet : 
- Wrf, i — l..p — 2, p , 



< a 2 ,r] 1 > L 2( h) 



< a l ,rf > L2(h) - < >L*(h)< rf.rf >= 

j=l..p-2,p 



- Nous utilisons la formule |8.24| et la proposition |8.6.1| : 



I ~2 1 1 2 

\ a \\L 2 (h) 



< a 2 , a 2 > L 2 {h) - \<o- 2 ,7] l >\ 2 

i=l..p—2,p 

7r ndo + nr 1 . , 1 „, 

hf— + ° ("â + (P " 1 - 

n n 2 n A n 2 



99 



et le fait que p ~ n. Pour la dernière propriété de cr 1 on utilise l'équation 

PU 



â\z ) =cr\z ) - Y, [ 

i=l..p—2,p 

et le fait que seule f] p (z ) = 0(n^). 



□ 



8.8.7 Normalisation de a 1 

On fait de même qu' au paragraphe |8 . 8 . 4|. Nous normalisons â 2 . Cela 



définit la section a 1 . Alors â 2 est la projection orthogonale de u 2 sur H°(X, E n 
pour la métrique h. De plus elle vérifie : 

ll- 2 HW) = l + 0(i). 
On a donc la proposition suivante : 

Proposition 8.8.4. â 2 est la projection orthogonale de u 2 sur H°(X,E n ) 
pour la métrique h. Elle vérifie : 

.2/ s n + d 2 +r 

a ii z o) = e 2 0o) + ciei(zo) 

7T 

où â\ est la première composante de à 1 dans le repère {ei, e 2 } et c\ = 0(—) 
De plus 

âl(z ) = 0(-)ei(zb) 
n 

où a\ est la deuxième composante de à 1 dans le repère {e\, e 2 }. 

8.9 Calcul de tr(aP n ) 

Dans le repère local {ei, e 2 } , on obtient : 

/ n+rfi+r I f)(l\ 0(1) \ 

P n (z ,z ) = {â 1 (z ) â 2 (z )) = \^ - 0( I } lJ M+r K f c{1) ). (8.3i; 
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Nous obtenons alors : 



tr(aP„ 



tv(aP n 



tr(aP n (z, z)d(vol(z)) 



i|— / tr(aR h (E n )) + / tr(adiâg{-))uj + 0(-) 



-2ill 
1 

^2m 



tr{aR h {E n )) + 0( 



x 



n 



en utilisant la formule fT7\ p. 1551. On en déduit alors : 



Théorème 8.9.1. Soient deux métriques hermitiennes h\ et h® sur E n . 

considère le chemin h{u) = uh± + (1 — u)h avec u G [0, 1]. 

A T ( X ,£ n )=0(-). 
du n 



Démonstration . Comme d'après la proposition [7.3.4| p.[f3|, 

-r h(u) (X,E n ) = J tr(aR h{u) (E n )) +tr(<xP n ), 



d 

du 



l'équation 8.32 donne 



±r Hu) (X,E n )=0(-). 
du n 



□ 
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Chapitre 9 
Calcul de I n L n 



Nous rappelons que : 

1. I n est un morphisme de Met(W n ) dans Met(E n ) et à m G Met(W n ), 
I n (m) correspond la métrique induite par le morphisme surjectif (p 
défini dans 3.3. 2| c'est à dire le morphisme I n est défini de la façon 
suivante : 

Définition 9.0.2. (cf. définition \3J^j) 
I n :Met(W n ) — > Met(E n ) 

I n (m)(e z ,e z ) = min{m(v,v)/v G W n et v(z) = e z }, 

avec e z G E z , m G Met(W n ). 

2. L n : Met(E n ) — > Met(W n ), associe à une métrique h sur E n la 
métrique L 2 sur W n définie par h (cf. définition |3.1.1| ) . 

Soit z G X, nous voulons calculer pour une métrique h G Met(E n ), la 
quantité : 

I n L n (h)(ei,ej)(zo) , i,j = 1..2, 

avec ei,i = 1..2 défini précédemment p. |8.1.4| . Pour cela nous utilisons le 
travail précédent sur la création de sections "concentrées" . On a vu, dans le 
chapitre précédent, que â 1 est une section holomorphe de norme L n {h) mini- 
mum et égale à ei(z ) à O(^) près. On considère t>i une section holomorphe 
du fibré E n telle que en z elle soit égale à âi(z ) c'est à dire à ei(z ) à 0{\) 
près. On a alors 

(7 n L n (/i)(t;i,t;i)) Z0 = < à 1 , à 1 > Ln (h) 
= < à 1 , à 1 >tf(u) 

= g + O(-) cf. prop. gin 
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Soit v 2 , une section holomorphe égale en z à e 2 (zo) à 0(-^) , Va G N* 
près. On considère alors la section â 2 comme défini dans la proposition |8.8.3 
et on a : 



(I n L n (h)(v 2 ,v 2 )) Z0 =< a ,cr >L n (^)= 5 HO(— ) cf. prop. |8.8.3 . 

n n z n à 

On a également : 

(I n L n (/i)(t> 2 , t>i))* =<â 2 ,à 1 >r n ( h )= 0(— ) 

et 

I n L n (h)(v 2 ,vi) Z0 = O(-). 

Donc finalement : 

I n L n (h) Z0 = Q " 2 ^ _ y) + (p(^) 0(J))^ 

Remarque . Comme X est compact Les constantes O(^) sont indépendantes 
du point z G X choisi. Remarquons que {vi,v 2 } est /i 20 -orthonormée à 
0(-\). On obtient donc, en utilisant l'équation ^]8| p. |8Ô| : 



h~ l I n L n {h) = ^{R c {O x {n)Id Eo - R Cth (E )Id Ox{n ) + rId En ) + O(^). 
On a posé 

u v j - yod) o&)) 

Il en découle le théorème suivant 

Théorème 9.0.3. Soit (E n , h) un fibré hermitien sur X , on a : 

71 1 

hr x l n L n {h) = —(Rc{O x {n)Id Eo - R c ,h(E )Id Ox{ n) + rId En ) + O(^). 



Ici r est une fonction ne dépendant que de X (cf. formule p. \7Q) 



Ce théorème est utilisé dans la démonstration du théorème |5.1.3| donnée 

p. gs. 



103 



Bibliographie 



[1] M. F. Atiyah R. Bott : The Yang-Mills équations over Riemann 
surfaces, Philosophical Transactions of The Royal Society of London, 
Séries A, vol. N° 308 , p. 523-615 (1982). 

[2] J. Bertin, J. P. Demailly, L. illusie et C. Peters : Intro- 
duction à la théorie de Hodge, Panoramas et Synthèses, N° 3 Société 
Mathématique de France (1996). 

[3] N. Berline E. Getzler M. Vergne : Heat Kernels and Dirac Op- 
erators, Springer-Verlag (1992). 

[4] J.-M Bismut, H. Gillet et C. SoulÉ : Analytic Torsion and holo- 
morphic déterminant bundles, Commun. Math. Phys, vol. N° 115, p. 
49-78, 79-126, 301-351 (1988). 

[5] J.-M. Bismut E. Vasserot : The Asymptotics ofthe Ray- Singer An- 
alytic Torsion associated with High powers of a positive line bundle, 
Commun. Math. Phys, vol. N° 125, p. 355-367 (1989). 

[6] T. BOUCHE : Convergence de la métrique de Fubini-Study d'un fibré 
linéaire positif Ann. Inst. Fourier, vol. N° 40, p. 117-130 (1990). 

[7] J. P. Bourguignon : Métriques d'Einstein-Kalher sur les variétés de 
Fano : Obstructions et existence, Séminaires Bourbaki, N° 830 (1997). 

[8] W. DRECHSLER et M. E. MAYER : Fiber bundle techniques in Gauge 
théories, Lecture notes in Physics, vol. N° 67 (1977). 

[9] S. K. DONALDSON : A new proof of a theorem of Narasimhan and 
Seshadri , Journal of Differential Geometry, vol. N° 18, p. 269-278 
(1983). 

[10] S. K. DONALDSON : Anti-self-dual Yang-Millls connections over com- 
plex algebraic surfaces and stable vector bundles, Proc. London Math. 
Soc. , vol. N° 3, p. 1-26 (1985) . 

[11] S. K. DONALDSON : Infinité déterminants, stable bundles and curva- 
ture, Duke Mathematical Journal, vol. N° 54, p. 231-247 (1987) . 



104 



[12] S. K. Donaldson AND P. B. Kronheimer : The geometry of four- 
manifold, Oxford Mathematical Monographs, Clarendon press, Oxford 
(1990) . 

[13] S. K. DONALDSON : Symplectic submanifold and almost-complex ge- 
ometry, J.Differential Geometry, vol. N° 44, p. 666-705 (1996) . 

[14] P. Gilkey : Invariant theory, the heat équation and the Atiyah-Singer 
index theorem, Mathematics Lecture Notes Séries, N° 10 (1984). 

[15] P. Griffiths J. Harris : Principles of algebraic geometry, Wiley, 
New York (1978) . 

[16] L. Hormander : An introduction to complex analysis in several vari- 
ables , (1966) troisième édition North-Holland math. lib. vol N° 7, Am- 
sterdam, London (1990). 

[17] J. Jost : Nonlinear Methods in Riemannian and Kalherian Geometry, 
DMV seminar, Band N° 10, Birkhauser, Basel (1988). 

[18] J. Jost : Riemannian geometry and géométrie analysis, DMV seminar, 
Universitext, Springer-Verlag (1995). 

[19] G. Kempf L. Ness : On the lengths of vectors in represantation spaces, 
Lecture Notes in Mathematics, N° 732 , p. 233-242, Springer-Verlag 
(1978). 

[20] F. C. Kirwan : Cohomology of quotients in symplectic and algebraic ge- 
ometry, Mathematics Notes, N° 31, Princeton University Press (1984). 

[21] S. KOBAYASHI : Curvature and stability of vector bundles, Proc. Japan 
Acad. Vol. N°58, p. 158-162 (1982). 

[22] S. Kobayashi : Differential geometry of complex vector bundles, Kanô 
mémorial lectures 5, Publications of the mathematical society of Japan, 
Vol. N° 15 (1987). 

[23] J. Le Potier et J. L. Verdier (Éd) : Module des fibres stables sur 
les courbes algébriques, Notes de l'E. N. S. Printemps 1983, Progress in 
mathematics, Vol. N° 54 (1985). 

[24] M. Lubke : Stability of Einstein- H ermitian vector Bundles, 
Manuscripta Math, Vol. N° 42 (1983). 

[25] C. Margerin : Fibres stables et métriques d'Hermite-Einstein, 
Séminaire Bourbaki, N° 683, p. 263-283 (1987). 

[26] D. MUMFORD J. FORGATY F. KlRWAN : Géométrie Invariant Theory, 

N°34, Springer-Verlag (1994). 
[27] M. S. Narasimhan et C. S Seshadri : Stable and unitary vector 

bundles on compact Riemann surfaces, Annals of Mathematics, N° 65, 

p. 540-567 (1965). 



105 



[28] P. E. Newstead : An introduction to moduli problems and orbit 
spaces, Tata Institute for Fundamental Research, Bombay (1978). 

[29] L. NESS : A stratification of the null cone via the moment map, 
Am.J.Math,N° 106, p. 1281-1329 (1984). 

[30] D. G. Quillen : Déterminants of Cauchy-Riemann operators over a 
Riemann surface, Funct. Ana. Appl. , Vol. N° 14, p. 31-34 (1985). 

[31] D. B. Ray et I. M. Singer : Analytic torsion for complex manifolds, 
Annals of Mathematics, N° 98, p. 154-177, (1973). 

[32] S. Rosenberg : The Laplacian on a Riemannian manifold, London 
Mathematical Society Student Texts, N° 31 (1997). 

[33] C. S. SESHADRI : Fibres vectoriels sur les Courbes Algébriques, 
Astérisques, Vol. N° 96 Société Math, de France (1982). 

[34] J. P. Serre : Faisceaux algébriques cohérents, Ann. of Math. , N° 61, 
p. 197-278 (1955). 

[35] J. P. Serre : Géométrie algébrique et géométrie analytique, Annales 
de l'institut Fourier, (Grenoble), N° 6, p. 1-42 (1956). 

[36] G. TlAN : On a set of polarized kahler metris on algebraic manifolds, 
J.Differential Geometry, vol. N° 32, p. 99-130 (1990) . 

[37] K. K Uhlenbeck et S-T. Yau : On the existence of hermitian 
Yang-Mills connections on stable bundles over compact Kahler mani- 
folds, Communications on pure and applied Mathematics, vol. N° 39, 
p. S257-S293 (1986) Correction : vol. N° 42, p. 703-707. 

[38] R. O. Wells : Differential analysis on complex manifolds, Springer 
Verlag, New York (1983). 

[39] Woodhouse : Géométrie quantization, Springer Verlag, New York 
(1983). 



106 



